APES - Chapitre n°2

Polyn6mes

Polynoémes du second degré 1°°

1 - Second degré

Définition :

On appelle polyndme du second degré, ou trindme du second degré, toute fonction définie sur R par
f(x) = ax® +bx+c,

ol a, b et c sont des réels et a # 0.

On appelle équation du second degré une équation de la forme ax? + bx + ¢ = 0, avec a # 0.

SF 2.1 : Reconnaitre une fonction polynéme du second degré

Dire si les fonctions suivantes sont des fonctions polynémes du second degré. Lorsque c’est le cas, donner les coefficients
a,betc.

1) f(x)=4x*>-5x+1 2)g(x)=7x-9
3) h(x) =2x-1)(x+3) 4) p(x) =5x*-7x3+3x-8
5) q(x) = (x—2)%> —49 6) r(x) =3x2—(x+1)(3x—4)

Théoréme: Forme canonique

Tout polynome du second degré f(x) = ax? + bx + ¢ peut se mettre sous la forme canonique
b\* b*-4ac
fx)=a ) -

X+ —
2a 4a?

On peux ainsi écrire

’f(x)za(x—a)2+,6‘

avec

b
ax=—-—— et = f(a).
2a p=1a)
Démonstration: Forme canonique
On part de f(x) = ax? + bx + ¢, avec a # 0. Alors
b c
fx) =alx*+=x+ —)
a a
b )2 b ¢
=allx+—| —— +—
2a) 4a® a
b )2 b? —4ac
=al|{x+—| ————|.
2a 4a?
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SF 2.2 : Ecrire un polynéme du second degré sous forme canonique

Ecrire chaque fonction sous forme canonique.

1) A(x) = x% +4x—1 2) B(x)=2x*—4x+6
3) C(x)=—x%+2x+5 4) D(x)=3x2—x+1

Théoréeme: Résolution, signe et factorisation d’'un trinéme du second degré

On considére I'équation ax? + bx + ¢ = 0, avec a # 0. On appelle discriminant de I'équation le réel

A=0—dac)

Le nombre de solutions dépend de la valeur de A.

Si A <0, il n’y a pas de solution dans R. La fonction f est du signe de a sur R, et f(x) ne se factorise pas en produit de
facteurs du premier degré a coefficients réels.

fx) signe de a

Si A =0, 'équation admet une seule solution, appelée racine double,

= b
0T Toal

La fonction f est du signe de a sur R\ {xp}, elle est nulle en x, et

f(x) = alx—xp)?|.

X —00 Xo +00

fx) signe de a 0 signe de a

Si A >0, ilya deuxracines distinctes

-b-vVA -b+VA
X = —— et Xp = ——— |
2a 2a

La fonction f est du signe de a a I'extérieur des racines et du signe de —a entre les racines. De plus,

\f(X) =alx—x1)(x—x2) |

X —00 X1 X2 +00

fx signedea 0 signede(—a) 0 signedea

J

Remarque : Il ne faut pas oublier le coefficient a dans la factorisation. Sinon, on peut obtenir un tableau de signes incorrect si
I'on n’utilise pas directement le théoréme.
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SF 2.3 : Résoudre une équation du second degré avec le discriminant

Résoudre dans R chacune des équations suivantes.

1)2x>+5x-7=0 2) x> +6x+5=0
3)4x2+x+5=0 4)2x%2-20x+50=0

5)8x%—16x=0 6) x2+8x+14=0

SF 2.4 : Factoriser un trindme du second degré

Factoriser, lorsque c’est possible dans R, les trin6mes suivants.

1) f(x) =3x*>+11x-4 2) g(x)=2x*+4x-6
3) h(x) =4x® - 14x 4) p(x) =9x* -4

5) q(x) = x> +4x+4 6) r(x)=6x>+x+1

Dans chaque cas, étudier le signe de f(x) selon les valeurs de x.

1) f(x)=x*-7x+10 2) f(x) = -3x*>+4x+7 3) f(x)=6x*+x+1

Propriété: Sens de variation
Soit f(x) = ax? + bx + c une fonction polynéme du second degré.

Sia <0, f est strictement croissante sur |—oo; @[ et strictement décroissante sur Ja; +ool.

X —00 a +o00o

f _m/ﬁ\

—00

Sia>0, f eststrictement décroissante sur | —oco; @[ et strictement croissante sur Ja; +ool.
x —00 a +00
+00

f +°°\ﬁ/

| SF 2.5 : Déterminer le signe d’'un trindme du second degré
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Propriété: Représentation graphique

La courbe représentative d'une fonction polyndme du second degré est une parabole. Elle posséde un axe de symétrie
d’équation x = a.

Suivant le signe de a, la courbe présente un maximum ou un minimum en

Xo = a,

de valeur

SF 2.6 : Déterminer le sommet, 'axe de symétrie et les variations
Pour chaque fonction, déterminer la forme canonique, le sommet de la parabole, ’axe de symétrie et le tableau de
variations.

1) f(x)=2x>-4x+1 2) g(x)=—x*>-2x+8

3) h(x) = x> +6x+5 4) p(x) = -3x*> +12x -7
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2 - Polynomes

Définition :

On appelle fonction polynéme, ou plus généralement polynéme, une fonction f, définie sur R, qui peut s’écrire sous la
forme
fX)=apx"+--+a1x+ ap,

ol 1 est un entier naturel et ag, ai, ..., a, sont des nombres réels.

Remarque : La fonction constante x — 0 est appelée polynéme nul.

n
On écrira souvent f(x) = ayx" +---+ a; x + ap, ou de maniere plus condensée f(x) = Z akxk .
k=0

-

Théoréme: Unicité des coefficients

Si, pour tout réel x,
anx"+---+ag=0,

J

Remarque : Ce théoréme permet de dire que si f est un polynéme non nul, alors il admet une écriture unique sous la forme
anx™+---+ ag, avec a, # 0. Sous cette écriture, on dit que f est ordonné suivant les puissances décroissantes de x.

Définition :

Soit f le polynéme f(x) = a,x" +--- + ag, avec a, # 0. Lentier n est appelé degré du polynéme f. Les nombres réels
ay, ..., ay sont les coefficients du polynéme f. Le nombre ag est le terme constant. Le terme a,x" est le mondéme de
plus haut degré.

Remarque : Le polyndme nul n’est pas de degré 0. Par convention, le degré du polynéme nul est —oco.

Propriété :

Si, pour tout réel x, les polynémes f et g sont égaux, alors f et g ont méme degré et mémes coefficients.

Définition :

On appelle racine du polynéme f tout nombre réel a tel que f(a) =0.

Définition :

Soit f un polynéme et a un nombre réel. On dit que f est factorisable par x — a s’il existe un polynome g tel que, pour
tout réel x,
[ =(x-a)gx).

Remarque : Sile degré de f est n, alors celuide gest n—1.

Exemple : Factorisation de x> — 1 par x — 1. Si g existe, alors il est de degré 2. On cherche donc des réels a, b et c tels que

B-1=x-1)(ax*+bx+c)

=ax’+b-a)x*+(c-b)x—-c.

—~&= APES- Chapitre n°2 : Polynomes page5/6



On identifie ensuite les coefficients de chaque puissance de x :

a=1 coefficient de x°,
b—a=0 coefficient de x? ,
c—-b=0 coefficient de x,

—c=-1 termes constants.

On obtient a=1, b=1 et ¢ = 1, la derniere égalité constituant une vérification. Ainsi,

B-l=x-DE*+x+1 |

Théoréme: Racine et factorisation

Soit f un polyndéme et a un nombre réel. Alors

’ fl@ =0 <= festfactorisable par (x—a) |

Propriété :

On rappelle les identités remarquables nécessaires a la résolution des exercices :

(a+b)?=a*+2ab+ 1>,
(a-b)*=a*-2ab+ b
a*—b*=(a+b)(a-D),

(a+ b =a®+3a°b+3ab®+b°,
(a-b)?®=a®-3a’b+3ab® - b°,
a®—b® = (a—b)(a® + ab+ b?),
a+b3=(a+Db)(a®-ab+b.
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