APES - Chapitre n°7

Suites 2

Suites arithmétiques et géométrique de 1°°, limites et raisonnement par
récurrence de Terminale

1 - Suites arithmétiques et géométriques

Définition Suite arithmétique :
Une suite (u,) est dite arithmétique lorsqu'’il existe un réel r, appelé raison, tel que, pour tout entier naturel 7,

Uptl = Up +T.

Autrement dit, on passe d'un terme au terme suivant en ajoutant toujours le méme nombre.

On a dongc, pour tout entier naturel 7,
Up+1 —Un =T.

Propriété Reconnaitre une suite arithmétique :

Pour démontrer qu’'une suite (u,) est arithmétique, on calcule w41 — uy,.
Si cette différence est constante, la suite est arithmétique et cette constante est sa raison r. Si elle dépend de 7, la suite
n'est pas arithmétique.

Soit (1) une suite arithmétique de raison r.
Sile premier terme est 1, alors

Up = U+ Nr |.

‘un:u1+(n—1)r‘.

Si le premier terme est u;, alors

Plus généralement, sil’on connait un terme u,, alors

’unzup+(n—p)r‘.

Théoréme: Sens de variation d’'une suite arithmétique

Soit (1) une suite arithmétique de raison r.
Si r > 0, la suite est strictement croissante.
Si r =0, la suite est constante.

Si r <0, la suite est strictement décroissante.

SF 7.1 : Reconnaitre une suite arithmétique et déterminer son terme général

Dire si les suites suivantes sont arithmétiques. Lorsque c’est le cas, préciser leur raison et donner I’expression de leur
terme général.

1) u,=5n-2

2) v, = n+1

N wo=7et wp+1=w,—4

| Propriété Terme général d'une suite arithmétique :
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4) (t,) estarithmétique, t4 = -7 et 110 =11.

Propriété Somme des premiers entiers :

Pour tout entier naturel non nul #,

1+2+--+n

B nn+1)
==

Avec la notation Y,

k=1

nn+1)

2

La somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique est donnée par

premier terme + dernier terme

2

En particulier,

Up+ Upi1+-+ Uy

Up+u
=(n-p+1)L—-=

SF 7.2 : Calculer avec une suite arithmétique

1) Soit (u;) la suite arithmétique de premier terme uy = 2 et de raison 3. Calculer uy.

2) Calculer ug + uy + -+ + upg.

3) Une entreprise produit 1200 piéces la premiere semaine et augmente sa production de 80 pieces chaque semaine.

Modéliser la situation et calculer la production totale des 12 premiéres semaines.

Méthode::

Pour une somme allant du rang p au rang n, le nombre de termes est n — p + 1.

Propriété Somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique :
somme = nombre de termes x
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Définition Suite géométrique :

Une suite (u,) est dite géométrique lorsqu'il existe un réel g, appelé raison, tel que, pour tout entier naturel n,

Un+1 = (q Up.

Autrement dit, on passe d'un terme au suivant en multipliant toujours par le méme nombre.

Lorsque u, #0,
Un+1

Up

Propriété Reconnaitre une suite géométrique :

Up+1

Pour démontrer qu'une suite (u,), dont les termes sont non nuls, est géométrique, on calcule
Un
Si ce quotient est constant, la suite est géométrique et cette constante est sa raison 4.

Propriété Terme général d’'une suite géométrique :

Soit (1) une suite géométrique de raison g.
Si le premier terme est uy, alors

— n
Up =uUopq |
n-1
Uup=u1q o

Plus généralement, siI'on connait un terme up, alors

7]

Sile premier terme est u;, alors

Soit (u#5) une suite géométrique de raison g > 0, de premier terme v, # 0.

up >0 Uy <0

qg>1 strictement croissante strictement décroissante

0<g<l1 strictement décroissante strictement croissante

q= 1 constante constante

Si g <0, les termes changent de signe d'un rang a I'autre : la suite n’est généralement pas monotone.

Propriété Somme de puissances successives :

Soit g un réel et n un entier naturel.
Sig#1, alors

Avec la notation Y,

‘ Théoréme: Sens de variation d’une suite géométrique
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Propriété Somme de termes consécutifs d’'une suite géométrique :

Soit (1) une suite géométrique de raison g # 1. Alors

1— qnombre de termes

somme = premier terme x

lI-q

En particulier, pour p < n,
1- qn—p+l

Up+Upp1+ -+ Up=1U
p T Up+ A g

SF 7.3 : Reconnaitre et utiliser une suite géométrique

1) Déterminer si u, = 3 x 2" est géométrique et préciser sa raison.

2) Une suite (v,,) est géométrique, v» = 12 et v5 = 324. Déterminer sa raison positive et exprimer v,, en fonction de n.

3) Calculer 1 +2 +22 + ...+ 210,

4) Une population de 15000 habitants augmente de 3% par an. Modéliser cette évolution par une suite géométrique et
exprimer la population # années plus tard.

Méthode::

t . . o
Une évolution répétée de ¢ % correspond a une multiplication par 1 + T ; une diminution de ¢ % correspond a une

t
multiplication par 1 — —.
P p 100
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2 - Limites de suites

Définition Limite infinie :

On dit que la suite (u,) a pour limite +oo si les termes u,, deviennent aussi grands que I'on veut lorsque n devient
suffisamment grand. On note

lim u,=+o0|
n—+oo

De méme, on dit que (u,) a pour limite —oco si les termes deviennent aussi petits que ’on veut lorsque n devient
suffisamment grand.

Définition Limite finie, convergence et divergence :

On dit que la suite (u;) converge vers le réel £ lorsque les termes u,, deviennent aussi proches que 'on veut de ¢ lorsque
n devient suffisamment grand. On note

Iim wu,=7¢|
n—+oo

Une suite qui admet une limite réelle est dite convergente. Une suite qui ne converge pas vers un réel est dite divergente.

SF 7.4 : Déterminer une limite simple

Déterminer les limites des suites suivantes :

1) u,=3n-7 2) vy=— 3) wy=vn+2.

Méthode:

Identifier les limites usuelles puis utiliser les opérations sur les limites lorsque cela est possible.

Propriété Formes indéterminées :

Les opérations sur les limites sont les mémes que pour les limites de fonctions. Les quatre formes indéterminées a
reconnaitre sont, par abus d’écriture,

00 0
« OO — OO », «0 xo00», «—», «=n|
00 0

Lorsqu’'une forme indéterminée apparait, on doit transformer I'expression avant de conclure.

SF 7.5 : Calculer une limite par opérations et lever une indétermination

Déterminer les limites suivantes :

1 Risnes  2) p= 2t

Uy, = , =,

" "7 4n2+3n
3n%+n

3) wn:—+3, 4) tnzvn+2—\/ﬁ.
n
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Propriété Limite de g™ :

Soit g un réel.

qg< -1 -l1<g<1 qg=1 qg>1

lim g" n’existe pas en
n—+oco général

En particulier, pour g = —1, la suite ((—1)") alterne entre 1 et —1, donc elle n’a pas de limite.

SF 7.6 : Utiliser la limite d'une suite géométrique

Etudier la convergence des suites suivantes :

D unz(g)n, 2) vn:—4(\/§)n,

3) w,==2)" 4) t,=3"-5"

Méthode::

Pour les différences de puissances, factoriser par la puissance dominante afin de lever une éventuelle indétermina-
tion.

Soient (u,) et (v;) deux suites.
Si, a partir d'un certain rang, v, > u, etsi lim u, =+oo, alors| lim v, =+oo|
n—+oo n—+oo

Si, a partir d'un certain rang, v, < up etsi lim u, =-oo, alors| lim v, =-oco|
n—+oo n—+oo

Théoréeme: Théoréeme des gendarmes

Soient (1), (v,) et (wy,) trois suites telles que, a partir d'un certain rang,
Up < Vp < Wh.

Si

lim wu,=/¢ et lim w,=2¢,
n—+oo n—+oo

alors

lim v,=¢|
n—+oo

SF 7.7 : Utiliser un théoréme de comparaison ou le théoreme des gendarmes

Déterminer les limites des suites suivantes :
D up=n’+(-1",
A4+ (=D"
2
1

- - >1).
8 wn= e (121

2) Un (n 2 1)»

| Théoreme: Théoreme de comparaison
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3 - Raisonnement par récurrence

Définition Propriété et hérédité :

Une propriété mathématique concernant un entier naturel n peut étre notée P,,.
Une propriété est dite héréditaire a partir du rang ng lorsque, pour tout entier n > ny,

P, vraie — P, vraie.

Théoréme: Principe de récurrence

Soit P, une propriété dépendant d'un entier naturel n, et soit ny un entier naturel.

Pour démontrer que P,, est vraie pour tout n > ny, on suit trois étapes.

1) Initialisation : on démontre que Pj, est vraie.

2) Hérédité : on consideére un entier n > ny, on suppose P, vraie, puis on démontre P, vraie.
3) Conclusion : on affirme que P, est vraie pour tout entier n > ng.

SF 7.8 : Démontrer une égalité par récurrence

On consideére la suite (u,) définie par
up=1 et Up+1 = Up+21n+3.

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel 7,

Py

SF 7.9 : Démontrer une inégalité par récurrence

On considere la suite (u,,) définie par
ug=2 et Up+1 =0,3u, +7.

Démontrer par récurrence que
u, <10

pour tout entier naturel 7.
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