MPSI- Chapitre n°2

Calcul algébrique et trigonométrie

Compétences visées. Savoir manipuler les symboles }_ et [], changer d’indice et regrouper des termes, reconnaitre un
télescopage, calculer et transformer des sommes doubles, utiliser les coefficients binomiaux et Newton, résoudre et
discuter un systeme linéaire, manipuler correctement les inégalités et la valeur absolue, utiliser la partie entiére, puis
exploiter les formules trigonométriques dans des calculs et des équations.

1 - Sommes et produits

Somme et produit d’'une famille finie

Définition: Somme et produit d'une famille finie

Soit I = {iy,...,i,} un ensemble fini et (u;) ;c; une famille de réels. On définit
Zuizuil+---+u,-n, Hu,-zul-l---uin.
iel iel

Par convention,

Zul’ZO, Hu,-zl.

[13%) i€

Propriété: Linéarité, produit terme a terme et facteur constant

Si I est fini de cardinal 7, alors

Y (ai+b)=) ai+) b Y Aai=1) a,

iel iel iel iel iel
H(“ibi)z(nﬂi) (Hbi), [Ta) =2"]] ai.
iel iel iel iel iel

Propriété: Regroupement de termes

SiI=Lul avec I; n I, = &, alors
Zui=2u,~+2u,~, HLLLZ(HLLL)(HLQ)
iel ieh i€l iel ielh i€l

Plus généralement, si (Iy)1<k<p €st une partition de I,

p

Lu-$(ru) Mu-fl[11u]

iel k=1 \iel} iel k=1 \i€l}

Propriété: Changement de variable dans une famille finie

Soient 1, J finis et ¢ : I — J une bijection. Pour une famille (u;) je;,

D gy = ) U, [Tupwy =11u;

iel jeJ iel jeJ

On ne change donc pas la valeur d'une somme ou d'un produit en réindexant bijectivement les termes.
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Méthode: Changer d’indice dans une somme

Pour une translation j = k + r, transformer simultanément le terme et les deux bornes :

q q+r
Z ax = Z aj—r.
k=p j=ptr

Pour renverser I'ordre, on peut prendre j = p + g — k. Le nouvel indice doit parcourir les valeurs sans oubli ni répétition.

Télescopages

Propriété: Somme et produit télescopiques

Pour une famille (u),

q
Z (Up+1 — Uk) = Ugs1 — Up.
k=p

Si les termes sont non nuls,

l—[ Ug+1 _ Ugtl
U up,

k=p

Démonstration: Télescopage

En développant,
(Up+1—Up) + (Up+2 — Ups1) + -+ (Ug+1 — Ug),

tous les termes intermédiaires se compensent. Pour le produit, les facteurs intermédiaires se simplifient de la méme
maniere.

Méthode: Faire apparaitre un télescopage

Pour une fraction rationnelle en k, essayer une décomposition en éléments simples, par exemple

11 1
k(k+1) k k+1°

Pour un produit, factoriser les termes afin de faire apparaitre des quotients consécutifs.

Sommes usuelles et somme géométrique

Propriété: Sommes usuelles

Pour tout n € N*,

_n(n+1)@2n+1)

n n 2
e P T

n n+1))\2
k3:(n—) .
z 2

Pour x € R,

1_xn+1
xX#£1,

k=0 n+1, x=1.
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Démonstration: Somme des premiers entiers

On raisonne par récurrence. Pour n = 1, la formule est vraie. Si

i o n(n+1)’
k=1 2

alors

+ _(n+1D(n+2)

n nn+1)
Y =000
= 2 2

n+1

Z kZ:W+(n+l)2

k=1 6
_(n+1)R2n*+7n+6)

6
_(m+D(n+2)2n+3)

6

C’estla formule au rang n + 1.

Démonstration: Somme des cubes — démonstration de colle

Pour n =1, la formule est vraie. Supposons

Alors

_(n+1D*(n*+4n+4)
B 4
_(n+1)?(n+2)?
=

Démonstration: Somme géométrique

Pour x #1, posons S=1+x+---+x". Alors

XS=x+x% 4 +x"L

Par soustraction, (1 —x)S = 1 - x"*!, d’oi1 la formule. Pour x = 1, on additionne n + 1 termes égaux a 1.

Démonstration: Somme des carrés
Pour n = 1, la formule est vraie. En supposant la formule vraie au rang n,
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Identité géométrique

Propriété: Identité géométrique

Poura,beRet neN*,

n-1 .
a®-b"=(a-b) Z atp™ 17,
i=0

Démonstration: Identité géométrique - démonstration de colle

On développe :
(a-b) "il adipn-1-i = ni i pn-1-i i api
i=0 i=0 i=0
-1
— i ajbn_j—nZ’ aibn—i
j=1 i=0
=a"-b".

Tous les termes intermédiaires se compensent.

2 - Sommes doubles et coefficients binomiaux

Sommes doubles

Définition: Somme double

Soient I, J deux ensembles finis non vides et (u;,;);, j)erxy une famille. Pour K < I x J,

D Ui

(i,j)eK

est appelée somme double.

Propriété: Somme sur un pavé

SurK=1x],

DR EDIDMAEDIPM A

(i, )elx] iel jeJ jeriel

Les deux écritures additionnent exactement les mémes termes.

Propriété: Produitde deux sommes finies

(Z “z’) (Z bj) =) ) aibj.

iel jeJ iel jeJ

Définition: Somme triangulaire
On appelle notamment somme triangulaire une somme de la forme

i n n
Z u,-’j ou Z Z Lti,j.
j=1

n
i=1 i=1j=i

Par exemple,

n n n Jj
> ui,j:zzui,jzzlziui'j-
j=li=

l<i<j<n i=1j=i

—&= MPSI- Chapitre n°2 : Calcul algébrique et trigonométrie

page4/16



Méthode: Inverser une somme triangulaire

Décrire d’abord le domaine d’indices. Pour 1 <i < j < n,a i fixé, j variede i a n; a j fixé, i varie de 1 a j. Cette lecture du
triangle d’indices évite les erreurs de bornes.

Factorielle et coefficients binomiaux

Définition: Factorielle

PournelN,

n=[[i o=1

i=1

En particulier (n+1)! = (n+ 1)nl.

Définition: Coefficient binomial

PourneNet0O<k<n,

On adopte la convention

(Z)ZO sik<Oouk>n.

Propriété: Propriétés fondamentales des coefficients binomiaux

=l " (symétrie)

k| " \n-k)| ’

" + mo_(nt! (Pascal)
k| \k+1] (k+1 '

n—-1 n
()] wen

Pour les indices admissibles,

Démonstration: Propriétés des coefficients binomiaux - démonstration de colle

La symétrie vient directement de la définition. De méme,

kn —k n! B (n-=1)! _[n-1
k™ m-tr k==l k-1

Pour Pascal,

n+ no\_ n! N n!
kKl \k+1] kKm-k! (k+Dn-k-1"

B n! ( 1 N 1 )
T km-k-D'\n-k k+1
(n+1)! (n+1)

Tkt D=k \k+1
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Binome de Newton

Propriété: Formule du bindme de Newton

Poura,beRetneN,

k=0

n nnkn—k
(a+b):zkab .

La méme formule est valable dans C.

Démonstration: Bindome de Newton —démonstration de colle

On raisonne par récurrence sur 7. Le rang 0 est immédiat. Supposons la formule vraie au rang n. Alors
(1) kpn-k
(a+b)"'=(a+b) ). Nt
k=0

(n m(n
— Z ak+1bn—k + Z akbn+1_k.
k=0 k k=0 k
Dans la premiere somme, on pose j = k + 1, puis on regroupe les termes de méme degré :
1 n n ; ;
(a+b)n+1:an+1+bn+l+z + ]bn+1—]'
-1

La formule de Pascal donne le résultat au rang n + 1.

Propriété: Conséquences classiques

Pourn=1,

Méthode: Choisir le bon réflexe binomial

Avant de développer les factorielles, tester : symétrie, Pascal, k(}) = n(z:}), ou Newton avec un choix simple de a et b.

Pour une convolution, comparer les coefficients d'un méme mondéme dans un produit de polyndmes.

3 - Résolution de systéemes linéaires

Définitions et vocabulaire

Définition: Systéme linéaire

Un systeme linéaire a n équations et p inconnues est de la forme

a1 X1 +---+a1,pxp = bl,

Ap X1+ + AppXp = by.

Une solution est un p-uplet vérifiant simultanément toutes les équations.
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Définition: Vocabulaire

Un systeme est :

— compatible s’il admet au moins une solution, incompatible sinon;
— homogene si tous les seconds membres sont nuls;

— de Cramer s’il admet une solution unique;

— triangulaire supérieur sile nombre d’équations égale celui des inconnues et si les coefficients sous la diagonale sont
nuls.

Propriété: Systeme triangulaire

Un systéme triangulaire supérieur carré est de Cramer si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.
On le résout alors par substitutions remontantes.

Opérations élémentaires et pivot de Gauss

Définition: Opérations élémentaires sur les lignes

Les transformations autorisées sont

Li—1Lj, L;—AL; (A#0), Li<—Li+/1Lj (i # ).

Propriété: Conservation de ’ensemble des solutions

Toute opération élémentaire transforme un systéme en un systéme équivalent, c’est-a-dire ayant exactement les mémes
solutions.

Démonstration: Pourquoi les opérations élémentaires sont réversibles

L'échange de deux lignes est son propre inverse. La transformation L; — AL; avec A # 0 s'inverse par multiplication par
1/A.Enfin, L; < L; + ALj s'inverse par L; — L; — AL;. Chaque transformation conserve donc exactement I'ensemble des
solutions.

Méthode: Algorithme du pivot de Gauss

1. Choisir un coefficient non nul comme pivot, de préférence 1 ou —1.

2. Placer le pivot sur la premiére ligne non traitée.

3. Annuler les coefficients sous le pivot a I'aide d’opérations élémentaires.
4. Recommencer sur les lignes restantes.

5. Une fois le systeme échelonné ou triangulaire, effectuer les substitutions remontantes.

Avec un parametre, ne jamais diviser par une expression dépendant du parametre avant d’avoir séparé le cas ot elle
s’annule.

Interprétation géométrique

Propriété: Dans le plan

Dans un repére orthonormé, I'équation
ax+by=c (a, b) #(0,0)

définit une droite de vecteur normal (a, b) et de vecteur directeur (—b, a). Un systeme de deux équations a deux inconnues
décrit I'intersection de deux droites : une solution, aucune solution ou une infinité de solutions.
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Méthode: Equation d’une droite

Si A€ D et i est un vecteur directeur,
MeD < det(AM, 1) =0.

Si 71 est un vecteur normal,
MeD < AM-7n=0.

Propriété: Dans l'espace

Dans un repére orthonormé, le plan
ax+by+cz=d

a pour vecteur normal (a, b, ¢). Résoudre un systéme a trois inconnues revient géométriquement a déterminer une
intersection de plans.

Définition: Produit vectoriel et déterminant mixte

Pourii=(X,Y,Z)etv=(X',Y', 7)),

YZ'-ZY'
unv=\zx'-xz'
XYy -vx’

Ona

et,si i A U #0, ce vecteur est orthogonal a # et 7. De plus,

UA W)

det(it, v, )=t - (DA W).

Méthode de Cramer

Propriété: Cramer alordre2

Pour

ax+by=c,

y A=ab' —a'b,

ax+by=c,

si A #0, le systtme admet une unique solution
cb'-c'b ac'—d'c
X = _ y = ————
A A

Démonstration: Formules de Cramer al’ordre 2

Eliminons y : on multiplie la premiére équation par b’, la seconde par b, puis on soustrait. On obtient
(ab' —a'b)yx=cb' - c'b.

Comme A # 0, la formule pour x suit. Lélimination de x donne de méme la formule pour y.

Propriété: Cramer alordre3

Pour un systeme carré 3 x 3, si le déterminant A de la matrice des coefficients est non nul, le systeme admet une solution
unique. Les coordonnées s’obtiennent en remplacant successivement une colonne de coefficients par la colonne des
seconds membres et en divisant le déterminant obtenu par A.
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4 - Inégalités dans les réels

Relation d’ordre et intervalles

Définition: Relations <et <

Pour x, y R,
X<y << y-x=0.

Side plus x # y, on écrit x < y.

Propriété: Ordre total et compatibilité avec les opérations

La relation < est un ordre total sur R. Pour a, b, c € R,
a<b < a+c<b+c.

Sic=0, alors
a<b= ac<bc,

etsic<0,
a<b= bc<ac.

Propriété: Addition et multiplication membre & membre

Sia<betc<d,alors

at+tc<b+d.
Sienoutre0<a<bet0<c<d,alors
ac<bd.
Définition: Intervalles de R
Poura<b,
[a,bl={xeR:a<x< b}, la,b[={xeR:a<x<b}.
On utilise de méme les intervalles semi-ouverts et non bornés, par exemple [a, b], [a, +oo[ et ] — oo, al.

Valeur absolue

Définition: Valeur absolue

Pour x e R,

X, x=0,

| x| = max(x,—x) =

—-x, x<0.
Propriété: Calculs avec la valeur absolue
Pour x,y e R,

X | x|
lxyl=lxllyl,  1x"1=1x", M (y#0).

De plus,

VX2 =|xl, lal=|b| < a=boua=-bh.

Propriété: Inégalités triangulaires
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Pour tous x,y € R,

lx+yl<I|xI+]yl,

[1x=y1=]1xl-11]. |

Démonstration: Inégalité triangulaire

Les deux membres sont positifs. En élevant au carré,
|x+y|2 = ()c+y)2 = x? +2xy+y2 < x? + 2| x|yl +y2 =(x|+ |y|)2.
On en déduit |x + y| < |x| +|y|. Pour I'inégalité triangulaire renversée,
lxI=1x=y)+yl<lx=yl+1yl,

donc |x| —|y| < |x—yl, et en échangeant x et y,
lyl=lxl < lx=yl

Propriété: Distance a un réel
Pour a,beR,
z, b <0,

{xeR:|x—al<b}=
[a—b,a+b], b=0.

Méthode: Résoudre avec une valeur absolue

Pour b =0,
|x—al<b <= a-b<x<a+b,

|[x—al=b < x<a—-boux=a+b.

Pour des expressions plus compliquées, repérer d’abord les changements de signe puis raisonner par intervalles.

Parties bornées, maximum et minimum

Définition: Partie majorée, minorée, bornée

Soit AcR.

— Aestmajorée s'il existe M € R tel que x < M pour tout x € A.
— Aestminorée s'il existe m € R tel que x = m pour tout x € A.

— A estbornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Définition: Maximum et minimum

Un réel a est un maximum de Asi a€ A et x < a pour tout x € A. Il est un minimum de Asi a€ A et x = a pour tout x € A.

Propriété: Partie finie

Toute partie finie non vide de R posseéde un maximum et un minimum.

Propriété: Fonction bornée

Une fonction f: A — R est bornée si et seulement s’il existe M = 0 tel que

VxeA, If(x)| <M.
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Partie entiere et propriété d’Archimede

Propriété: Propriété d’Archimede

Sia>0etbeR,il existe N € Ntel que
Na=b.

Ce résultat fondamental sur R est admis a ce stade du cours.

Définition: Partie entiére

Pour tout x € R, il existe un unique entier p € Z tel que

Lx] =p.

Cet entier est la partie entiére de x, notée

Propriété: Approximation décimale par défaut et par exces

Pour tout x e Rettout p €N,

[10P x| [10P x]
=x< +
10P 10P

1077,

Le terme de gauche est 'approximation décimale par défaut a 1077, et le terme de droite fournit ’approximation par
exces associée.

Méthode: Manipuler la partie entiére

Revenir a la définition. Pour montrer 1| = m, il suffit de prouver
m<u<m+1

avec m € Z. Pour une expression dépendant d'un entier modulo ¢, une disjonction de cas selon le reste modulo g est
souvent efficace.

5 - Trigonométrie

Cercle trigonométrique et valeurs remarquables

Définition: Sinus, cosinus et tangente

Dans un repere orthonormé, soit M un point du cercle unité et x une mesure de I'angle orienté ({,0M).Si M = (X,Y), on
pose

. sinx
cosx =X, sinx=1Y, tanx=—— sicosx #0.
COSX

M(cos#,sinf8)
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Propriété: Valeursremarquables

b/4 b/4 T T
X 0 \E[ \Z[ 3 5 b/
3 2 1
COSX 5 5 3 0 -1
. 1 V2 V3
sinx | 0 5 3 3 1 0
tanx | 0 ‘/?g 1 V3 nd 0
Propriété: Relations fondamentales
Pour tout x € R,
cos® x+sin?x=1.
Lorsque tan x est définie,
1+tan®x = >
COS° X

Périodicité et symétries

Propriété: Formules de symétrie

Pour tout x € R,
cos(x +2m) =cosx,

cos(—x) =cosx,
cos(mr — x) = —cos x,
cos(mm + x) = —cosx,

T .
COS(E - x) =Ssmux,

4 .
cos (E + x) = —sinx,

sin(x + 2x) = sin x,
sin(—x) = —sinx,
sin(mr — x) = sin x,
sin(;wr + x) = —sinx,

. (T
Sin (E - x) =CO0Ss X,

. (T
SIH(E + x) = COS X.

Formules d’addition et de duplication

Propriété: Formules d’addition

Pour tous a, b e R,

On en déduit

‘ cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb, ‘

‘ sin(a+ b) =sinacos b + cosasinb. ‘

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb,

sin(a— b) =sinacosb—cosasinb.

Lorsque les tangentes sont définies,

tana+tanb
tan(a+b) = ——,
l1-tanatanb

tana—tanb

tan(a—b) = ——.
( ) 1+tanatanb

Démonstration : Justification de la formule de cos(a — b)

Sur le cercle unité, considérons
il = (cosa,sina),

U = (cosh,sinb).
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Le produit scalaire vaut d'une part
ti-U=cosacosb+sinasinb,

et d’autre part, comme les deux vecteurs sont unitaires et que 1’angle orienté entre eux vaut a— b,
Ui-v=cos(a—-Db).

On obtient donc la formule. Les autres formules d’addition se déduisent des symétries précédentes.

Propriété: Formules de duplication

2

cos(2a) = cos a-sina=2cos’a—1=1-2sin’ a,

sin(2a) = 2sinacosa,

2tana
tan(2a) = —
1-tan“a

lorsque les expressions sont définies.

Paramétrage par ¢ = tan(x/2)

Propriété: Formules de I'angle moitié

Si x # 7 [27], on peut poser

X
t=tan (—) .
2
Alors
1-¢2 2t
COsSX = , nx= .
1+ 12 1+ 12
Lorsque tan x est définie,
2t
tanx = —.
1-12
Démonstration: Formules de 'angle moitié
A partir de ¢ = tan(x/2) = sin(x/2)/ cos(x/2), on écrit
1+65= ——.
cos?(x/2)
Puis
5 (X 2 1-2
COSX = 2cos (—)—1: -1=—,
2 1+¢£2 1+¢£2
et
. (X X 2t
sinx = Zsm(—) Ccos (—) =—.
2 2 1+12

Transformer produits et sommes

Propriété: Linéarisation

Pour tous p, g €R,

1
cospcosq = E(cos(p —q) +cos(p+q)),
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1
sinpsing = 5(cos(p ~ @) —cos(p+q),

1
sinpcosq = E(sin(p +q) +sin(p - q)).

Propriété: Sommes en produits

cosp+cosq=200s(

Cosp—cosq = —ZSIH(

sinp+sinq:2sin(

sinp—sinq:2cos( ) ( )

Méthode: Retrouver rapidement les formules

Les formules de linéarisation s’obtiennent en ajoutant ou en soustrayant les formules de cos(p + gq), cos(p — q), sin(p + q)
et sin(p — g). Il vaut mieux savoir les retrouver que les apprendre comme une liste indépendante.

Equations trigonométriques

Propriété: Equations de base

Pour x,y €R,

‘cosx:cosy <~ x=y[2nloux=-y [27:],‘

‘sinx:siny — x=y[2n] ouxEn—y[Zn],‘

‘tanx:tanyc» xEy[n]‘

lorsque les tangentes sont définies.

Inégalités, limites et dérivées trigonométriques

Propriété: Inégalités classiques

Pour tout x e R,

|sinx| < |x].
Pourxe]—%,%[,
|tan x| = | x|.
Propriété: Limites usuelles
. sinx . l-cosx 1
lim =1, hm—z:—.
x—0 X x—0 X 2

La seconde s’obtient de la premiére avec
X
1—cosx = 2sin® (5) .
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Propriété: Dérivées

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et

(sinx)’ = cos x, (cosx) = —sinx.

La fonction tangente est dérivable sur son domaine et

(tanx) = 1+tan®x =

cos2x’
Démonstration: Dérivées de sinus et cosinus
ATl’aide des formules d’addition,
sin(x+ h) —sinx . cosh-1 sinh
_ = CcosXx .
h h
Lorsque h — 0, le premier quotient tend vers 0 et le second vers 1, d’ot1 (sinx)’ = cos x.
De méme,
cos(x+ h)—cosx cosh—1 . sinh
— = COSX—— —sinx ——
h h h’

ce qui donne (cos x)’ = —sin x.

Démonstration: Dérivée de la tangente

Sur son domaine,

sinx
tanx =
cosx
Par la formule de dérivation d'un quotient,
, _cos?x+sin®x 1 )
(tanx) = > = o= 1+tan” x.
cos? x Cos* X
B EN
, hEN P ’ s < ;
T N ,/ N T
27T So - L’ AN 27
S -’ ~ N
~ o —-——- _1 | S -
——sinx--- COSX

Bilan : réflexes a acquérir

— Pour une somme : développer quelques termes, chercher une somme connue, un changement d’indice ou un
télescopage.

— Pour une somme double : décrire le domaine d’indices avant de permuter les sommations.

— Pour un coefficient binomial : tenter Pascal, symétrie ou Newton avant les factorielles.

— Pour un systéme : utiliser des opérations réversibles et séparer les valeurs particuliéres des parameétres avant une
division.

— Pour une inégalité : controler le signe avant multiplication ou division; avec une valeur absolue, raisonner en termes
de distance ou par intervalles.
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— Pour la partie entiere : revenir a 'encadrement entre deux entiers consécutifs.

— En trigonométrie : réduire 'angle, utiliser les symétries, puis choisir entre addition, duplication, linéarisation ou
équations de base.
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