1'® spé — Chapitre n°4
Fonction dérivée

1 - Fonctions dérivées

Définition: Fonction dérivable sur un intervalle
Soit une fonction f définie sur un intervalle I. On dit que f est dérivable sur I lorsqu’elle est dérivable en tout réel x de I.

Lorsque f est dérivable sur I, la fonction qui a tout réel x € I associe le nombre dérivé de f en x est appelée fonction
dérivée de f. Elle est notée f’.

On écrit alors :

flix— ().

Exemple: Si f(x) = x?, alors la fonction dérivée de f estla fonction f’ définie par f’(x) = 2x. Le nombre dérivé en 3 est donc
f'3)=6.

Propriété: Interprétation graphique (rappel chap n°2)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Pour tout réel a € I, le nombre f’(a) est le coefficient directeur de la

tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

y

A

SF 4.1 : Déterminer une fonction dérivée a partir de la définition

On consideére les fonctions f, g et k définies par:
fx)=x, g(x) =5x+3, k(x) = x2.

1) Déterminer la fonction dérivée de f sur R a partir de la définition.
2) Déterminer la fonction dérivée de g sur R a partir de la définition.
3) Déterminer la fonction dérivée de k sur R a partir de la définition.

Méthode::

Pour déterminer f’(x) a partir de la définition, on calcule le taux de variation entre a et a + h, c’est-a-dire
fla+h) - f(a)

A , puis on simplifie avant de faire tendre / vers 0.
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SF 4.2 : Relier nombre dérivé, fonction dérivée et tangente

Soit f une fonction dérivable sur R. On sait que
f@=5 et f(@2=-3.

1) Donner les coordonnées du point de la courbe de f d’abscisse 2.
2) Donner le coefficient directeur de la tangente a cette courbe au point d’abscisse 2.
3) En déduire une équation de cette tangente.
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2 - Dérivées des fonctions usuelles

Propriété: Tableau des dérivées usuelles

Les fonctions usuelles suivantes sont dérivables sur les intervalles indiqués.

Fonction Expression de f(x) Dérivable sur Expression de f’(x)
Constante fx)=k keR R flx)=0
Identité flx)=x R =1
Carré flx)=x? R fl(x) =2x
Cube flx)=x3 R f'(x) =3x?
Pulssanc.e.entlere £ = x", ne N R £l = 1
positive
I fx) ! R* ' !
nverse X)=— X)=——
X x2
Puissa}nce‘entiére FX)=x" nez, n<o0 R* £(x) = nx1
négative
1
Racine carrée fx)=vx 10; +oo[ flx)=——=
2y/x

Démonstration: Dérivée de la fonction inverse

1
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = —. Soita€e R*. Pour h#0eta+h#0,ona:
X

1 1
flath—f@ _a+h _a
h B h
a—(a+h)
ala+ h)
h
-h
ala+ h)
h
1

Cala+h)

- 1 L -
Lorsque h tend vers 0, ce taux de variation tend vers —— . Donc la fonction inverse est dérivable sur R* et
a

1
f’(x) = —;-

Démonstration: Non-dérivabilité de la fonction racine carrée en 0
La fonction racine carrée est définie en 0, mais elle n’est pas dérivable en 0.
Pour & > 0, le taux de variation entre 0 et s vaut :

Yorh-vo _vh_ 1

h hn Vi

. 1 L .
Lorsque & tend vers 0 par valeurs positives, — tend vers +oo. Le taux de variation ne tend donc pas vers un nombre réel.

vh

Graphiquement, la courbe représentative de la fonction racine carrée admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.
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y=vx

\
=

SF 4.3 : Utiliser les dérivées des fonctions usuelles

Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes, en précisant I’ensemble sur lequel elle est dérivable.

1) f(x)=7 2)gx)=x°
1
3) h(0)=— 4) p(x)=Vx
5) g(x)=x"3 6) r(x)=x3
Méthode :

On identifie d’abord la fonction usuelle utilisée, puis on applique la formule du tableau. Pour une puissance négative
ou une fonction inverse, on travaille sur R*. Pour la fonction racine carrée, la dérivée existe seulement sur ]0; +ool.

SF 4.4 : Calculer un nombre dérivé a I'aide de la fonction dérivée

Pour chaque fonction, déterminer la fonction dérivée, puis calculer le nombre dérivé demandé.

1) f(x) = x%, calculer f(4). 2) g(x) = x°, calculer g'(-2).

1
3) h(x) = = calculer /' (5). 4) p(x) = v/, calculer p'(9).
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3 - Opérations sur les fonctions dérivées

Propriété : Somme et multiplication par un réel

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et soit k un réel. Alors les fonctions u + v et ku sont dérivables
sur I, et:

w+v)=u+v et (kw =ku

En particulier, une fonction polynéme est dérivable sur R. On dérive chaque terme séparément.

Exemple : Pour f(x) = 3x2 —2x +6, on obtient, pour tout réel x,

fl(x)=3x2x-2x1+0=6x-2.

SF 4.5 : Calculer la dérivée d'une fonction polyndéme

Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes.

1

1) f(x) =4x3 -5x*>+2x—1 2) g(x)=—§x3+3x+4

3) h(x) =7x°—2x*+x%-9 4) p(x) = -5x*>+8x—11
Méthode :

On utilise la dérivée d’une somme et la formule (kx")’ = knx""!.

Propriété: Produit de deux fonctions

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. Alors le produit uv est dérivable sur I, et :

‘ wv) =v'v+ur

En particulier, u? est dérivable sur I, et :

Démonstration: Dérivée d’'un produit

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et soit a € I. Pour h # 0, le taux de variation de la fonction
produit de u et ventre aet a+ h est :

. u(a+hvia+h)—ulav(a)
= 7 .
On ajoute et on retranche u(a)v(a + h) au numérateur :

u(a+hvia+h)—u(avia+h)+ula)via+h)—u(a)v(a)
h
_ula+h)-u(a) via+h)—v(a)

" via+ h)+ u(a) W

Lorsque h tend vers 0, on obtient
T — U (@) v(a)+ula)v' (a).

Donc le produit uv est dérivable en a et (uv)' (a) = u'(a)v(a) + u(a)v' (a).
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SF 4.6 : Calculer la dérivée d'un produit

Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes, en précisant I’ensemble de dérivabilité.

D f(x)=(*+1)Bx-4) 2) g(x) = xV/x
3) h(x) = 2x* = 1)(x* +x) 4) px) = (% +2) (x?-3)
Méthode::

On pose u et v, on calcule u' et v/, puis on applique (uv) = u'v+ uv'.

Propriété: Inverse et quotient

. . - . . . 1 u
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, avec v(x) # 0 pour tout réel x € I. Alors les fonctions — et —
v v

sont dérivables sur I, et :

1Y v uy  uv-uv
v v

SF 4.7 : Calculer la dérivée d'un quotient

Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes, en précisant I’ensemble de dérivabilité.

2x+1 x2+4
1 = =
V[ =——; 2) g =—
3) h(x) = ————— 4) po = X5
T 2+2x-3 P 576
Méthode :

Avant de dériver un quotient, on détermine les valeurs interdites, c’est-a-dire les valeurs qui annulent le dénomi-
nateur. On applique ensuite la formule du quotient sur chacun des intervalles ol le dénominateur ne s’annule
pas.

SF 4.8 : Choisir la formule de dérivation adaptée

Pour chacune des fonctions suivantes, choisir la formule de dérivation adaptée, puis déterminer la fonction dérivée.

1) f(x)=3x*— % +7 2) g(x) = (x> + D(x> - 2x)
x*-1
2x+3

3) h(x) = 4) p(x) = (x* +4)?

Méthode :

On simplifie d’abord 'expression lorsque c’est possible. On choisit ensuite la régle adaptée : somme, produit,
quotient ou composée.
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