Le cours — 1° spé : Produit scalaire

Prérequis : Vecteurs sans coordonnées, coordonnées de vecteurs

Définition et propriétés :

.y = ||a|[x||9||cos(i#; ¥)  AB.AC = ABXAC xcos(BAC)

AB.AB= AB’ =||AB|} = AB’

uv=v.u . (vew) = (k) =k(id.9), keR

=
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Si 4B et AC sont colinéaires et de méme sens, on a AB.AC = ABXAC

Si 4B et AC sont colinéaires et de sens contraires, on a AB.AC =—ABXAC

Projection orthogonale :

Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (4B). Alors AB . AC = 4B .4l

Caractérisation de I’orthogonalité :

.y = 0 équivaut 2 % et v sont orthogonaux (s’ils sont non nuls)

Sin=ABet? = ZE‘, on dit que % et v sont orthogonaux lorsque les droites (4B) et (AC) sont perpendiculaires.
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Expression dans un repére orthonormé :

x
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En particulier ||ii||= v(it.it) = V(x" + y°) et AB = V(x,—x, )+ (ys—y.)’

/
Siz etv x, dans un repére orthonormé, alors z.v = xx'+ yy’

u et v sont orthogonaux si, et seulement si, xx'+ yy’' =0

/Application du produit scalaire :
l[z+9( = 7] +[[9I° + 2.9 lz=IF = llalf + |»|* - 2.9

L’application de la deuxiéme formule dans un triangle ABC donne la formule d’Al-Kashi :

a’=b +c* —2bccos(A) b2=a2+cz—2accos(l§) 02=a2+b2—2abcos(é) " ¢

Théoreme de la médiane, caractérisation du cercle :

M
- T T , AR
Théoréme de la médiane : MA.MB = M Q" — =
Caractérisation du cercle : Le cercle de diamétre [AB] est I’ensemble des points M tels que

MA.MB =0

Si, dans un cercle, un triangle a pour sommets les extrémités d’un diamétre et un point de ce
cercle alors ce triangle est rectangle.

Les méthodes — 1° spé : Produit scalaire

Calculer des produits scalaires

ABC est un triangle équilatéral de coté 2. I est le milieu du segment [ 4B]. Calculer les produits
scalaires suivants :

1) BC.BA4 2) AT .AC 3) BC.CA A

Solutions :
1) BC = B4 = 2, et comme ABC est équilatéral, ABC = g, donc

BC.BA = BCXBAXCOS‘IZB\C) :2><2><c0s(7§r) = 2><2><;— =2.

2)AC:2,AI:16tA’EZ‘=7§I,d0nc
— 1

A1 . AC = AIXAC xcos| IAC) = IXZXCOS(%) =1x2x5 =1,

3) BC.CA = —CB.CA = — CBXCAX cos| ACB| = 72><2><cos(’§f) - 72><2><% -2

Choisir une expression adaptée pour calculer un produit scalaires

Dans chacun des cas suivants, calculer le produit scalaire . v, ’'unité de longueur étant le carreau.
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Solutions :

1) Nous pouvons définir 3 points 4, B et C tels que AB =1iet AC = ¥.On appelle H le projeté orthogonal de C sur (4B).
Onaalors#.v = AB.AH =3 X1 =3,

2) Les vecteurs # et v sont colinéaires de sens contraire, donc .7 = —|Ji||X||V]| = —4x3 = —12
3) Les vecteurs # et v sont orthogonaux, donc #.v = 0.
4) En projetant orthogonalement le vecteur v sur la droite de direction du vecteur i, on obtient :

ny=—-1x2=-2.

Calculer un produit scalaire en décomposant des vecteurs

B C
ABCD est un carré de coté a, I le milieu de [ AD] et J est le milieu de [ CD]. ".‘ |
1) En remarquant que A4J = 4D + DJ et que Bl = BA + Al , calculer 47 . BI. & L
2) Que peut-on en conclure ? " 1

A’ 7 7 Ry


https://gniady.education/exerciseur2024/seconde/vecteurs/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/seconde/vecteurscoord/cours.pdf

Solutions :

1)
A7 .BI = (4D +DJ).| BA+4I
= AD .BA+AD . A1 +DJ .BA+DJ .4l
= 0+AD.AI+DJ.BA+0
= ADXAI —DJ X BA

a a
=aX———Xa =0
a 2 2 a

2) On en déduit que les vecteurs AJ et BI sont orthogonaux et que les droites (4J) et ( BI) sont perpendiculaires.

Calculer un produit scalaire avec des coordonnées

Dans un repére orthonormé, on considere les vecteurs % , ainsi que les points 4(2;3), B(—5,4),

etv(_3
5

C(—1;=3)et D(—1;1). Calculer les produits scalaires it.» et AB.CD.

Solutions :

v =2X(-3)+(-1)x5=—6-5=—11.
_E(_ -2 doncﬁ(_7)etc_']5 —1=(=1) doncC_‘[»)(O .OnaalorsZB.C_’5=—7XO+(l)X4:4.
4-3 1 1-(=3) 4

Calculer un produit scalaire dans un triangle

Soit ABC un triangle tel que 4B =4, AC = 6 et BC = 7. Calculer 4B .AC. 5

Solutions : A 6 ¢

54T = 3| 4Bl +| AT~ 4B- 7T
= I ABIF+| TP~ 4B+ Tl |
= JIBIF+ 4TI~ CBI]
= Lapracr-cp| = Laver—77 =3
2 2 2

Déterminer une ligne de niveau

A et B sont deux points distincts tels que 4B =4 ¢m. Montrer que ’ensemble des points M tels que MA . MB = 40 est un

cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Solutions :

Soit 7 le milieu de [ AB]. D’apreés le théoréme de la médiane, on a :

MA.MB =40 o M’ —ATBZ =40 & MI’= 4O+6Z2 < MI =7.’ensemble des points M est donc le cercle de

centre / et de rayon 7.

Calculer des longueurs et des angles dans un triangle

ABC est un triangle tel que 4B =6, AC =12 et BAC = 60°.
1) Calculer BC et en déduire une mesure en degré de I’angle BCA.
2) Que peut-on en déduire pour le triangle ABC ?

Solutions :

1) D’apres la formule d’Al-Kashi, on a

BC* = AB>+AC*—2X ABX AC Xcos|BAC]|
=6>+12°—2X6x12Xcos(60°] = 108

On a donc BC =108 = 6V3

On utilise de nouveau la formule d’Al-Kashi :
AB*> = AC*+BC*~2X AC X BC X cos| BCA|

donc 6° = 122+108—2><12><6\/§><c0s(l?/64} et donc cos|BCA| = —_—=
Donc BCA = 30°.

2) La somme des mesures des angles d’un triangle étant égale a 180°, on en déduit : ABC =180°—60°-30°= 90°,
On peut en conclure que le triangle ABC est rectangle en B.

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



