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Le cours — 1°° Spé : Second degré

Prérequis : Fonctions de référence

Polynéme du second degré :

La fonction qui, 4 tout réel x associe a X + bx + ¢ ol a est un réel non nul, est une fonction polynéme du second degré.
Les réels a, b et ¢ sont les coefficients de ce polynome.

Soit f/ une fonction polynome du second degré. Les racines de ce polyndme, si elles existent, sont les solutions de
I’équation ax’+bx+c=0,

Forme factorisée :

Si f'est une fonction polyndme du second degré ayant deux racines distinctes x, et x,, alors f peut s’écrire sous forme

factorisée : f(x) =a(x—x,)(x—x,). Onaalors x, + x, = b X Xx, =L
a a

Forme canonique :
Pour tout polyndme f (x) = ax’ + bx + ¢, il existe deux réels « et £ tels que :
f(x)=ax’+bx+c=alx—al+.
a(x—a)z+/j est la forme canonique du polynome ax’+bx+c.Onac= 721 etfp=fla)
a

La représentation graphique de fest une parabole dont le sommet S a pour coordonnées S (@ B). La droite d’équation
X = o est un axe de symétrie de la parabole.

Résolution de I'équationa x’ + bx +c =0 :
Le réel b>—4ac, noté A, est appelé discriminant du polyndme ax’ + bx + c.

Si A>0, ’équation du second degré a deux solutions distinctes :
_ —b—VA _ —b+VA
"7 24 et = 2a
et la forme factorisée est ax’+ bx + ¢ = a(x— xl)(x —xz)
Si A=0, I’équation du second degré a une solution :
b

Xg= —7—
2a

.z 2 2

et la forme factorisée estax’ + bx + ¢ = a(x— xO)

Si A<0, I’équation du second degré n’a pas de solution réelle. Le polynéme ne peut pas étre factorisé.

Signe et variations du polynéme :

Signede A L A>0 A=0 | A<O
Signe de X |- % % oo x x X +00 x | -0 +00 |
f(x)= ax?+bx+c | fx) Sione [signede] signe signe signe X

(%) +bx + fx)| 2 0 b o |l o] “done g gne f(x signedea

a>0 a>0

Si a>0

X - o
B U ) s

A=0
a>0
/

/ M

a<o0 a<o0 a<o0

. x
Si a<0 fo)| — floy ———

Les méthodes — 1°° Spé : Second degré
Ecrire sous forme canonique un polynéme du second degré :
Déterminer la forme canonique du trinéme f (x)= —x*+2x—5.

Solutions :

Meéthode n°1 :

fest une fonction polyndme de degré 2, de coefficients a = —1, b =2 et ¢ = —5. Son écriture canonique est —(x—a) +8
avec:a=-2 =-2 =1 etp=fla)=rf(1)=-4
2a -2

Donc pour tout x réel, f(x) =—(x—1)* — 4.

Méthode n°2 :
On factorise fpara =—1: f(x) =—(x*— 2x + 5). Puis en remarquant que x’ — 2x = (x—1)* — 1, on obtient :
fx)==[(x=1P = 1+5]=—(x-17 4.

Déterminer les variations d’une fonction polynéme de degré 2 :
Etudier les variations des fonctions f et g définies sur R par: f(x) =3 — (x+2) et g(x) =2x" +4x -3

Solutions :

Pour f, on reconnait la forme canonique avec a = —1, & = —2 et # = 3. Le sommet de la parabole est donc S (—2; 3) et
étant donné le signe de a, fest strictement croissante sur |—co ; —2] et strictement décroissante sur [—2 ; +oo.

x —o0 -2 ~+o0

N

f(x)
b 4 .
Pourg,ona a = ey = 7 =—letB=gl(a)=g(—1)=—5. Le sommet de la parabole est donc S (— 1, —5) et étant
donné le signe de a, g est strictement décroissante sur |—oo, —1] et strictement croissante sur [—1,+oo|.
x |- -1 +o0
g(x) \ /
=5

Identifier la forme d’une fonction polynéme de degré 2 :

Sans calculatrice, associer chaque fonction polyndme ci-dessous a la
parabole qui la représente.
f(x)==1+3(x-3),
h(x)=x"—6x+7,

g(x)=-1-0.25(x - 37
i(x)=(x—=3)(7—-x)
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Solutions :

On peut écrire la fonction i : i (x) = —(x — 3)(x — 7). C’est une forme factorisée. Les racines de i sont donc 3 et 7. Sa

représentation graphique coupe donc I’axe des abscisses aux points (3, 0) et (7,0) : il s’agit de 7.

fest sous forme canonique. Elle admet un minimum (car a>0) pour x = 3 qui vaut -1. Sa courbe représentative est 7.
g est sous forme canonique. Elle admet un maximum (car a<0) pour x = 3 qui vaut -1. Sa courbe représentative est 7.

Par élimination, la courbe représentative de & est 7.

Résoudre une équation du second degré :

Résoudre les équations suivantes :
DX’ —3x+1=0 )X +x+1=0 3)03x —3x+7,5=0
Solutions :

1) On calcule le discriminant A. Ona a =1,b =—3etc=1.A =b"— dac = (-3)* — 4x1x1 =5
A > 0, donc I’équation _admet deux solutions réelles distinctes : _ -~
_ —b—vA _3-J5 _3-43 _ —b+vA _3+V5 _ 345

= = t = = =
YT 2x1 2 ¢ =Ty 2x1 2

2) On calcule le discriminant A.Ona a =1,b=1letc=1.A = b*—4dac=1"— 4x1x1=-3
A < 0, donc I’équation n’admet pas de solution réelle.

3) On calcule le discriminant A. Ona a =0,3,b =—3etc=7,5. A =b" — 4ac = (=3)* — 4x0,3X7,5 =0
A =0, donc I’équation admet une unique solution réelle :
b -3 3
- = =5.

24 2x03 06

Xo =

Factoriser un trinéme du second degré :

Déterminer les racines éventuelles et en déduire, si possible, une expression factorisée des trindmes suivants.
1) f(x)=3x"—2x+2 2) g(x)=—2x"+5x+3

Solutions :

DA =b>—4ac=(-2) - 4x3x2=-20
A < 0, donc f'ne peut pas étre factorisé.

2)A=b"—4dac=75 — 4x(-2)x3 =49
A > 0, donc g possede deux racines réelles :

_—b—VA _ -5-7
T 2a 2x(-2)

-3 et xl:fb+f5_ =547 _ 1

2a  2%(-2) 2

Xy

(x=3]=[-2x—1](x-3]

x—

-1
2

On peut donc factoriser g : g(x) =—2

3)A=h"—4ac=(-12) — 4x18%x2 =0
A =0, donc / posseéde une unique racine réelle :
b -12 1

24 2x18 3

Xo =

1 2
Xx——

On peut donc factoriser 4 : 4 (x) = 18 3

3)h(x)=18x"—12x+2

Détecter les racines d’un polynéme du second degré :

Soit le polyndme f (x)=5 x* — 4x — 1. Trouver une racine évidente de f(x) et en déduire la deuxiéme racine.

Solutions :

Pourx =1,o0na f(1)=5x% 1~ 4x1 — 1= 0, donc 1 est une racine évidente. Soit X, la deuxiéme racine.

IXx, = Ez—l,donc Xy, = —l.
a 5 5

Etudier le signe d’un trinéme du second degré :

Etudier le signe des fonctions f et g définies sur IR par: 1) f(x) =—3 X —5x+2et2) g(x) =2x" —4x+24
Solutions :

1) Pour f,A =b*>— dac = (—5)° — 4X(—3)x2 = 49.

A > 0, donc le trindme admet deux racines réelles distinctes :
_=b—VvA _ 5-7 _1 _ —b+VvA _  5+7

=—= =— et = = =-2.
T T Tax(—3) 3 ° T T T 2x(-3)
a < 0, on obtient donc le tableau de signe suivant :
x 0 2 1 +o0
3
f(x) - 0 + 0 -
2) Pour g, A =b° — dac = (—4) — 4X2X2,4 =—32.
A < 0, donc le trindme est du signe de a sur R.
On obtient donc le tableau de signe suivant :
X —00 +o0
g(x) +

Résoudre des inéquations :
Résoudre les inéquations suivantes :
)(2x+1)3-x)>0 2) —2x"+5x<4 3) (x—4) <(-5x+2)
Solutions :

(2x+1)3—x)>0 —2x*+5x < 4 (x—4f <

—2x’+5x-4 < 0 (x—4)f — (-5x+2) < 0
Le trindme est sous forme (xf4+5xf2)(xf475x+2) < 0
o . 1 — (57 - -

factorisée. Les racines sont -3 et |A=(5) —4x(=2)x(-4)=-7 (6x—6)(—4x—2) < 0

3.Commea <0 (a=-2): R.
Commea < 0,

sont 715 etl.Commea<0(a=—-24):

(=5x+2)

Le trindme est du signe de a sur | Le trindme est sous forme factorisée. Les racines

1
7 3 = S=R + | =0 _




Le cours — 1°° spé : Dérivation locale

P
Nombre dérivé :
Y~ )Va

Coefficient directeur d’une droite (4B) : m = b
2 = 2

Taux de variation entre aetbh: 7="=- . Il s’agit de la pente de la sécante a la courbe

f(b)-f(a)
b—a

entre les points d’abscisses a et b.

(ah)—f
Taux de variation entreaeta+h: 7= w. 11 s’agit de la pente de (AM)

‘ Nombre dérivé en a se note f '(a) :

fla+h) M+
/ + —
faRA a fr(a):“mw
B £ B
f « T h->0 h
O a a+h
11 correspond au coefficient directeur de la tangente a la courbe €/rau point d’abscisse a.
. J

Equation de tangente:

Equation de la tangente a la courbe € au point d’abscisse a :

y=f"la)(x=a)+ f(a)

Les méthodes — 1° spé : Dérivation locale
Calculer le taux de variation et la pente d’une sécante :

On considére la fonction £, définie sur R par: f(x)=2x" — x.
1) Calculer la pente de la sécante a la courbe de fentre le point d’abscisse 1 et le point d’abscisse 4.
2) Calculer le taux de variation de fentre 2 et 2 + A.

Solutions :

¢ 3 int d’absci e Pabeci o S (4= /(1)
1) La pente de la sécante a la courbe de fentre le point d’abscisse 1 et le point d’abscisse 4 est égale a -1 .
Or, f(4)=2x4—4=28et f(1)=2x1"~1=1.

. f4)=-r0 -
Ainsi, % = % = 9. La pente recherchée est donc égale a 9.

f(2+h)-f(2)
. )
Ona f(2)=2x2"=2=6et f(2+h) =2X(2+h)—(2+h) =2X(4+4 h+ I )—(2+h) = 8+8h+21* =2 —h =2 ' +7 h+6

2) Le taux de variation de fentre 2 et2 + hest: 7=

2R +Th+6—6 _ 20+Th _ h(2h+7)
h T h T h

=2h+7

Ainsi, 7=

Le taux de variation de f'entre 2 et 2 + /1 est donc 2 4+7.

Déterminer graphiquement un nombre dérivé :

On a tracé ci-contre la courbe représentative €, d’une fonction g ainsi que ses
tangentes aux points d’abscisses -2 et 1.

1) Déterminer graphiquement le nombre dérivé de g en -2.

2) Déterminer graphiquement g '(1).

3) Déterminer 1’équation de la tangente a €, au point d’abscisse 1.

Solution :

1) Le nombre dérivé de g en -2, g '(—2), est la pente de la tangente a €, au point d’abscisse -2. D’aprés le graphique, les
deux points de coordonnées (-2 ; 1) et (-1 ; 3) appartiennent a cette tangente (droite verte). On a donc :
g ,( _2) = _ 31 =2.

“i-(—2)
2) g'(1) est la pente de la tangente & €/, au point d’abscisse 1. D’aprés le graphique, les deux points de coordonnées (1 ;
1) et (4 ; 0) appartiennent a cette tangente (droite rouge). On a donc :

0—1 1
1) = =
g')=4-r="3

3) L’équation de la tangente a €, au point d’abscisse 1 est donnée par : y = g'(1)(x—1)+ g(1). Par lecture graphique,

g(1)=1, etnous savons déja que g '(1) = —%. Nous obtenons alors :

y=—l(x—1>+1 S y:—lx+L+1 < y=—lx+i
3 3 3 3 3

L’équation de la tangente & €, au point d’abscisse 1 est donc y = 7;—x + ;

Déterminer I’équation d’une tangente :

On considére la fonction f, définie sur R\{1} par: f(x) :x—+11.
i

1) Calculer £ '(0).
2) Déterminer 1’équation de la tangente a €'y au point d’abscisse 0.

Solution :

1) Le taux de variation de fentre 0 et 0 + /4 est :

h+1  0+1 h+1+ h+1+h—1 2h
_ S(0+h)=f(0) _ f(R)=f(0) _ h=1 0=1 _h=1 __ h=l h=1 _h=1_ 2h 1 _ 2
h h h h h h 170 " h-1

Onadonc f'(0)= 1imw .2

>0 w0 h—1

2) L’équation de la tangente 4 €' au point d’abscisse 0 est donnée par : y = £'(0)(x—0) + £(0).
Nous avons f(0)=—1et f'(0)==2,douy =—2(x—0) —1=—-2x—1

L’équation de la tangente a €y au point d’abscisse 0 est donc y =—2x — 1.
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Le cours — 1°° spé : fonctions dérivées

Equation de tangente :

Equation de la tangente a la courbe € au point d’abscisse a :

y:

f'(a)(x—a)+ f(a)

f'(a) correspond au coefficient directeur de la tangente.

Dérivation des fonctions usuelles :

Fonction f(x) Ensemble de définition Fonction dérivée f '(x) Ensemble de dérivabilité
f(x)=k R f'(x)=0 R
f(x):x R f’(x):l R

f(x)=mx+ p R () =m R
flx)=x R f(x)=2x R
flx) = R £ () = e R

1 , 1
f(x)== R\(0} 7@ === R\(0}
X X
1 , _ n
f) =2 R\(0) Fix) === R\(0)
X X
1
f(x)=vx 0;+00] S =05 0; 4
Opérations sur les fonctions dérivées :
Type d’opération Fonction a dériver Fonction dérivée
Dérivée d’une somme u+v u'+v'
Dérivée d’un produit par une constante ku ku'
Dérivée d’un produit u Xy u'Xv+uxvy'
. "
Dérivée d’un inverse = -2
v v
&8a q u u'Xv—uXvy'
Dérivée d’un quotient = 3
v v

Composée exponentielle e u'xe"

. glu) u'x g'(u)
eI g(ax+b) a X g'(ax+b)

Fonction valeur absolue :

e flx)={7%

X

S(x) =K

La fonction valeur absolue n’est

,8i x<0
,si x>0

pas dérivable en 0.

Les méthodes — 1°° spé : Fonctions dérivées
Etudier la dérivabilité d’une fonction :

Soit @ un nombre réel quelconque.
A I’aide du taux de variation, montrer que la fonction f (x) =x est dérivable en a puis retrouver ’expression de la
dérivée de la fonction carré.

Solutions :
Pour étudier la dérivabilité de f'en a, il faut tout d’abord s’intéresser aux taux de variation de fen a :
_ flath)=f(a) _(a+h)—d _ d+2ah+h’—d® _ 2ah+ i

o h T h B h h
Lorsque 4 devient trés proche de zéro, cette quantité se rapproche de 2a qui est un nombre fini. La fonction est donc

dérivable enaetona f '(a) = 2a.

=2a+h

Déterminer la fonction dérivée :

Déterminer la fonction dérivée des fonctions suivantes, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

D f(x)=3x+5  2) f(x)=Vx 3) f(x)=x" 4 f(x)=12 5) f(x)=—3+2x
Solutions :
D=3 Wy A 9 (=0 5) f(x)=2

Déterminer la dérivabilité et la fonction dérivée :

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le ou les intervalle(s) sur le(s)quel(s) elle est dérivable et déterminer sa

fonction dérivée.
1 f(x)=7x"—5x =3¢

T 2x7+5

=W

2) g(x)= 3) h(x) 4) m(x)=Vx(6x°-2)

Solutions :

1) fest une fonction polynéme donc dérivable sur R. f '=u +v'. u(x)=7x", donc u’(x)=1I4x et v(x)=—5 x, donc
v'(x)=—235. On en déduit 1 '(x)=14x—5.

2) g est de la forme ku avec k=3 et u(x):i. Donc g est dérivable sur |—co;0[U]0 ;+o0].
x

1
2
X

_ 3
=—=.
X

g'(x)=ku'(x)=3%

3) h est un quotient de deux fonctions u(x)=3 x+ I dérivable sur IR et v(x)=2 x*+5 dérivable sur R, et, pour tout réel x,

v(x)=5>0, donc v ne s’annule pas. La fonction / est donc dérivable sur R et /' :uv;zuv. On obtient donc :
v
= 3IX(2xX745)—(3x+1)x4x _ 6 +15—(12x°+4x) _ 6x°+15—12x"—4x _ —6x"—4x+15
(2x7+5) (2x°+5) (2x%+5) (2x%+5)

4) I est le produit de deux fonctions u/(x) =V dérivable sur [0, +o0] et v(x)= 6x’ =2 dérivable sur R. On en déduit que
m est dérivable sur |0 ; +o0], et m '=u'v+uv'. On obtient donc :

- 3 2 N
m' = 1 ><(6x372)+\/x><18x2:3x 1+x><18x :ZIX 1

C2Vx Vx Vx Vx




Le cours — 1 spé : Application dérivation

Prérequis : Dérivation locale, fonctions dérivées Solutions :
Variations : Exemple de tableau de variations : 1) La dérivée de la fonction fa pour expression : f '(x) = %XS‘ X - %X 2x—2=2x>—3x— 2.f est une fonction
fest croissante sur [ si et seulement si, £ '(x) > 0 sur 1. x |- 3 +20 polyndme de degré 2. On étudie son signe :
§ A '(x) + 0 =
fest décroissante sur I si et seulement si, f'(x) < 0 sur L. 2l - A =b*—4ac=(-3)" — 4x2x(-2) = 25.
10 A > 0, donc le trind dmet d i éelles distinctes :
fx) , donc le trindme admet deux racines réelles distinctes :
fest constante sur [ si et seulement si, £ '(x) = 0 sur l. / \ = —b—vA _3-5_ 1 ot = —b+VA _ 3+5 —>
! 2a 2x2 7 2 : 2a 2X2
a > 0, donc f” est négative entre les racines, donc sur | ——; 2|, et positive a I’extérieur des racines, donc sur
Extremums : 2
1
fadmet un maximum sur J, atteint en c signifie /' (x) < f(c) sur I f(c) est le maximum de f'sur /. % ) U[2, +°°['
fadmet un minimum sur /, atteint en ¢ signifie f(x) > f(c) sur I. f(c) est le minimum de f'sur I. 2) On obtient le tableau de variation suivant :
’ o fadmet un extremum en une borne de f'(a)= 0 mais fn"admet Vi
T I'intervalle. f peut ne jamais s’annuler. pas d’extremum. X -3 - E 2 3
y ;
X "(x + - +
fla) ' La dérivée f ( ) ° °
: X est négative ﬂ — i
La dérivée f / 24 \ / 2
est positive 49 11
2 3
Si f ' s’annule en changeant de signe en a, alors fadmet un extremum local en a. : y
I‘Ja tangente a la.courbe représentative de f'au point d’abscisse a est alors paralléle 3) D’apres le tableau de variation, le minimum de f'est — il atteint pour x = — 3 et le maximum de fest 37 atteint pour
a I’axe des abscisses. 9 K 2 24
%, = l
3 2’
minimum = fld)
Signe d’une fonction a partir de son tableau de variation : Utiliser la courbe représentative de f’
Exemples : On donne ci-contre la courbe représentative de la fonction dérivée d’une fonction f'dérivable sur R.
Déterminer les valeurs pour lesquelles la fonction f'admet des extremums.
2 & L @ Solutions :
égatif
f0) it fi) T
! — Grace au graphique, nous pouvons déterminer le signe de f~ et donc les variations de f. On obtient le tableau de variation
Signede f(x) - 0 + Signe de f(x) - suivant :
X —o0 -3 1 +o0
1) - 0 - 0 +

Les méthodes — 1°° spé : Application dérivation
Etudier les variations d’une fonction ba \ /

On donne la fonction f définie sur [—3 ;3] par f(x) = §x3 - %xz —2x+ 1.

1) Déterminer I’expression de la dérivée de f'et étudier son signe.

fadmet donc un minimum en 1. Les données ne nous permettent pas de déterminer la valeur de ce minimum.

2) En déduire le sens de variation de f'et dresser son tableau de variation.
3) En déduire les extremums de la fonction et préciser en quelles valeurs ils sont atteints.
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Etudier la position relative de deux courbes

On considére les fonctions f et g définies sur IR par f(x) =—9x +27x"+ 4 et g(x) =27x =5 et leurs courbes
représentatives €, et €, dans un repére. Montrer que le point (1;22) est commun aux deux courbes et déterminer la
position relative de ces deux courbes.

Solutions :

f(1)==9+27+4 =22et g(1)=27 — 5= 22 donc le point (1, 22) est bien commun aux deux courbes.

Pour étudier la position relative des courbes ¢, et €, il faut étudier le signe de f(x) — g(x) :

f(x)—g(x)==9x* +27x*+4 - 27x+5=-9x"+27x" —=27x +9=-9(x’ = 3x" +3x — 1) =—9(x—1)’

(x—1) est du signe de x—1, donc les signe de —9(x—1 ) est du signe opposé a x—1 :

X —0 1 ~+o0

-9 (x—1) + 0 -

On en déduit que €, est au dessus de &, sur|—oo, 1] et que €, est en dessous de €, sur|[1 , +oo|.

Exploiter les variations pour déterminer un signe
Soit la fonction définie sur R par f(x) = x*+ 5x — 18.
1) Démontrer que la fonction f'est croissante sur IR.

2) Calculer f(2) et en déduire le signe de f(x).

3) Montrer que, pour tout x = 2, on a x> —5x+18.

Solutions :

1 f'(x)=3 X’ +5. Puisque f '(x) est la somme de deux termes positifs, alors f '(x) est positif. Donc fest croissante sur
R.

2) f(2) =2+ 5X2 — 18 = 0. Puisque f est strictement croissante sur IR, on en déduit que, pour x < 2, f(x) <0 et que,
pour x = 2, f(x) > 0.

3) D’aprés la question précédente, pour x > 2 ona x* + 5x — 18 > 0 soit x* > —5x + 18.

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



Le cours — 1°° spé : Fonction exponentielle

Définition :

Onaainsi exp(1) = e . La valeur approchée de e est ¢ ~ 2,71828

On appelle fonction exponentielle I'unique fonction dérivable sur Rtelle que f'= f et f(0)=1 .

On note cette fonction f(x) = exp(x) . On la note aussi exp(x) =e* .

Fonction exponentielle :

La fonction exponentielle est strictement positive sur R.
X
e >0

(e¥)'=e"

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R et sa dérivée est (par définition)

lime' =0 lime" =+

X>—o0 X+

(programme de terminale)

A

X —00 +o0
(e") +
+00
&
0
=1 e

(Résolution d’équations, inéquations :

b
e'=e’ea=b
e'<eloa<h

exemples

x+

37
e T=e" o x+3=2 ..

51 o 5’ o 2x+1>0 ..

Dérivée d’'une composée :

(eu(x)) '—u '(x)eu(x)

Relation fonctionnelle et propriétés algébriques :

X
=
e
1
e = —
X
e
x\n _  nx
(e)"=e

e =e*xe’

Les méthodes — 1°° spé : Fonction exponentielle

Résolutions d’équations, inéquations :

Résoudre >’ = ¢ Résoudre 2e"+5=7
&M= 2e'+5=7
o 2x+3=x o 2e'=2
o x=-3 o e =1
) P e.r :e[)
La solution est donc : _
_ ] = x=0
§= (-3
La solution est donc :
S = (0}
x+3 2—x
X
Résoudre < ﬁzi >ef
ex+3 X ez—x P
—x’+3 ¢
(x+3)+(2-x)
o ~ =e
—x+3
e
6‘5 6
< —x'+3 ¢
e
o 657[7)54-3] eé
- ex%z > 86
o X426
o =420
e (x—2)(x+2)=0
X —0 -2 2 +o0
x+2 - 0 + +
x—2 - i =0 +
(x=2)(x+2) + 0 - 0 +
Avec le tableau de signe, on trouve finalement § = |—o0;—2]U[2 ;+0]

Simplifications :

2-2x x\5
X X
Simplifier le nombre A= #
e

4= 2 A= 2
e e
1 2-2; s -
e X x (e 3 e
A= — A= -
e’ e*
2-2x+1 x\5 —2x+3+5x
X le
4= xfz( ) 4= x—2
e e

Résoudre ¢'—1=0

e =1 L’astuce de
o ¢'>¢"  remplacer 1 par ¢
- >0 est souvent utilisée

La solution est donc :

S= :O ,'+oo[

Second degré a bien
réviser !

3x+3

A= e(z x+3)—(x-2)

A= 62x+5



Etudes de fonctions :

1) Etudier de la fonction f(x)=x — ¢ définiesur R .

f'(x)=1—¢" . Pour étudier le signe de /”, on résout inéquation 1—e* >0 :

1—e">0
e'<1
ef<e
x <0

Donc f'(x)=0 sur |—c0,0] . Deméme, f'(x)<0 sur [0,+o0| .

On obtient donc le tableau de variations :

X —0 0 +o0
f(x) + 0
-1

—2x+3

2) Etudier de la fonction f(x)=e¢ définie sur R .

festdelaforme f(x)=e" .
Onadonc f'(x)=—2¢ ",
Or, ¢>>0 ,donc —2¢ <0 sur R.

/'(x)< 0, donc la fonction fest strictement décroissante sur IR .

Il'y a souvent des signes
"évidents" !

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :




Le cours — T° spé : Compléments fonctions et TVI
Prérequis : fonctions dérivées, application dérivation, fonction exponentielle

( Nombre dérivé, tangente et continuité :

(a+h)— . X)—J\a
f'(a) = limM ou f'(a)= 11mM fla+h)
h>0 h x=a X—a
fla)
f'(a) est le nombre dérivé en a. Il correspond au coefficient directeur de la tangente a
la courbe €’r au point d’abscisse a. “am
, ) j
Equation de la tangente a la courbe €, au point d’abscisse a : y = f '(a)(x—a)+ f(a) 5

Continuité : fest continue en a si: lim f(x)=lim f(x) = f(a).
x>a xa

Soit f'et g deux fonctions continues sur un intervalle / et A€IR, alors la somme f +g, le produit AX f, le produit /' X g ,

) . ) . . s . 1
/" (ou n est un entier naturel non nul) et f © g sont continus sur /. Si de plus g ne s’annule pas sur / alors les fonctions —
g

f

et < sont continues sur /.
g

Une fonction dérivable sur un intervalle / est continue sur cet intervalle.
N

// . . N .
Dérivées des fonctions composées :

(g f)x) =g(f(x)) (fog)lx) = flglx))

Attention aux ensembles
de définition !

Exemple : si /(x) =2x+6 et g(x) = Vx, alors : -
(go f)(x) = g(f(x))=g(2x+6)=V2x+6 et (fog)(x) = f(g(x))=f (Vx)=2Vx+6

Fonction Dérivée Exemple

S () =nxu’ (x) x(ulx))™

(g°f) fx(g'o f)

Théoréme des valeurs intermédiaires et son corollaire :

Théoréme des valeurs intermédiaires :
On considére la fonction f'définie et continue sur un intervalle [a ; b].
Pour tout réel k compris entre f (a) et (), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel

que f(c)=k.

Dans ces conditions, I'équation f (x) = k admet au moins une solution dans l'intervalle [« ; b].

Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires :

On considére la fonction f définie, continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; ],
alors, pour tout nombre k compris entre f (a) et f(b), I’équation f (x) = k posséde une unique
solution dans ’intervalle [a ; b].

Les méthodes — T° spé : Compléments fonctions et TVI

Etude d’une fonction composée :

On considére la fonction f définie par f (x) :\ 5 2x s
X+

1) Déterminer I'ensemble de définition de f.
2) Etudier les variations de f.

Solutions :

1) f'est définie si 3zi I > (. Il nous faut donc étudier son signe :
X
X —0 — l 0 +o00
3
2x - i -0 +
3x+1 - 0 + i+
2x
— +
3x+1 * 0
On en déduit que f'est définie sur I’intervalle D, = |—o0; 7;— U[ 0;+oo[.
2x 2(3x+1)—3x2x 2
2) festde la forme f(x)=vu(x) avec u(x)= .Onau'(x)= = .
% F(x)=ul) avee ) =537 Omaw(x) = = A
_2
. u'(x)  (3x+1)° 1
On en déduit: f '(x)= = = >0sur D,.
: 2ulx) ", [2x (34 1)7) 2% !
V3x+1 V3x+1
La fonction f'est donc croissante sur son ensemble de définition.
Utilisation du théoreme des valeurs intermédiaires :
1) On considére la fonction g, définie sur R par : g(x) =x’-3x-3.
a) Etudier le sens de variation de g. On donne les résultats suivants : lim g(x)= —o , lim g(x)=+o
x> —w X>+o0

tableau de variation.

b) Calculer g(3).

¢) Démontrer que 1’équation g(x)=0 admet une unique solution dans IR, que I’on notera c.
d) A I’aide de la calculatrice, donner la valeur approchée de « a 10~

¢) A Iaide des résultats précédents, établir le tableau de signe de g(x).

3
2) fest la fonction définie, pour tout réel x différent de -1 et 1 par f(x)= 2)26 +3 .
x =1
. 2

a) Démontrer que, pour tout réel x différent de -1 etde 1: f '(x)= ( ng(lx)z)

=
b) Etudier le sens de variation de /puis dresser son tableau de variation.

3(2a+3)

¢) Démontrer que f () =—= |
-

Solution :

a)g'(x)=3 x’=3=3 (x+1)(x—1). On obtient le tableau de variation suivant :

. Dresser son


https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/fonctionderiv/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/expo/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/appderiv/cours.pdf

x —o0 -1 1 +oo

g'(x) + 0 - 0 +

AN

b) g(3)=14
¢) Sur |0 1], le maximum de g est -1. Donc 1’équation g(x)=0 n’a pas de solution sur cet intervalle.

Sur [1 ;+oo[, la fonction g est continue et strictement croissante.

g(1)=-5 } v
0€[-5;+0

lim g(x)=+w
X+m

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaire, ’équation g(x)=0 admet une unique solution dans
[1;+00], et donc dans R.

d) A T’aide de la calculatrice, on obtient & ~ 2,10. (On peut utiliser la fonction G-Solv — X-CAL sur Casio)

¢) Compte tenu des variations de g et des questions précédentes, on obtient le tableau de signes suivant :

X | —0 a +o0

g - 0 +

:6x2(x2—1)—2x(2x3+3)_ 2x(3x(x2—1)—(2x3+3)): 2xg(x)

2)a) f' = .
)a) f(x) (xz_l)z (xz_l)z (x2—1>2
b) Le signe de f~ dépend du signe de x et de g(x) (trouvé au 1) ) ). On a donc le tableau de variation suivant :
X —0 -1 0 1 a +o0
1) + + 0 - — 0 +
400 -3 400 +o00
f(x) e N W e
—0 —0 —0 fla)

¢) Nous savons que g(a)=0. Donc &' —3a—3=0etainsi @ =3 a+3.

20°+3 _6a+9_3(2a+3
flay=2e 2o sew0 3 ay

a—1 - a—1 a a—1

Solution :

1)

2)
a) La fonction x » —x”—2 x est une fonction polyndme, donc elle est continue sur R et donc sur |—o0; —1].
b) La fonction x % —x est une fonction affine, donc elle est continue sur IR et donc sur |—1,+oo].
¢)Nous avons f(—1)= —(—1)>~2x(~1)=1 . Ensuite,
d’une part lim f(x) = lim —x*~2x =—(— 1} -2x(-1) =1,
x>—1

X1

x<—1 x<—1
dautre part lim f(x) =lim—x=—(-1)=1.
x>-1 x>—1
x>=1 x>=1

Ainsi, lim f(x) =lim f(x) = f(—1)= 1, donc fest continue en -1.
x-1 x2>-1
x<—1 x>=1

Etudier la continuité :
—x’=2x si x<—1
On considére la fonction f, définie sur R par: f(x) =

—Xx si x>—1
1) Tracer la courbe représentative de f dans un repere.
2) Etudier la continuité de f :
a) sur |—oo; —1] b) sur |—1,+oo] c)en-1

Tangente et position relative :

On considére la fonction f, définie sur [0, 6] par: f(x) =x"—12x*+36x.

1) Déterminer 1’équation de la tangente T a la courbe représentative de la fonction f'au point d’abscisse 4.
2) Démontrer que f (x) — (—12x+64) = (x—4) .

3) En déduire la position relative de la courbe représentative de la fonction fpar rapport a la tangente 7.

Solution :

1) Pour déterminer 1’équation de la tangente, nous avons besoin de f*: f '(x)=3 x°—24 x+36.
f(4)=4—12x4"+36x4=16

[(4)=3x4"-24x4+36=—12

On a donc :

T:y=f"(4)(x—4)+f(4)=—12(x—4)+16=—12 x + 64.

2) f(x)—(—12x+64) = X’ 12x°+36 x +12x —64 = x’ —12 x> +48 x —64 .
Or, (x—4) =(x—4Vx(x—4)=(x’-8x+16)(x—4) = x’—12x°+48 x—64 .
Nous avons donc bien f(x) — (= 12x+64) =(x—4)’

3) Pour étudier la position relative de €, et 7, il nous faut étudier le signe de f(x)— (—12x+64)

f(x)—(—12x+64) =(x—4) . Lesignede (x—4)’ estle méme que celui de x—4 : v

x |0 4 6

x—4 -0 +

Donc, sur [0, 4], € est située en dessous de T et sur [4, 6], € est située au dessus de T.




Le cours — T° spé : Limites de fonctions
Prérequis : fonction exponentielle, limites de suites, compléments fonctions

N

" Les définitions :

> Les définitions des limites de fonctions en +oo sont équivalentes a celles des suites (voir limites de suites). On peut
énoncer des définitions équivalentes en —o0

> On dit que la fonction fadmet pour limite +0 (ou —o0) en 4 si tout intervalle]a, + | (ou |-, b[), a et b réels, contient

toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment proche de 4 et on note : lim f (x) = +o0 (ou lim f'(x) = —o0).
x4 x4

> La droite d'équation y = L est asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction f'en +o0 (ou —0) si
lim f(x)=L (ou lim f(x)=1L)
X3+ x>—o
> La droite d'équation x = 4 est asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f* si
lim f(x)= —o oulim f(x)=+o
x4 x4

Limites des fonctions usuelles :

. 2 . 2 . 3 . 3 . = . 1 . 1
lim x” = +oc  lim x~ =+ lim x” = +co, lim x” =—o0 lim Vx =+ lim —=0, lim — =0
X+ x¥—c0 X+ xX¥— x>+ x>+ X xd—0 X
\

P
Opérations sur les limites, formes indéterminées et composition :

Les tableaux des opérations sur les limites sont les mémes que pour les suites (voir limites de suites). Voici quelques
résultats d’opérations (attention a 1’abus d’écriture a ne pas écrire sur une copie!) :

"(=00) X (—o0)" > +o0 "9_00"_)0* "%"-}0* ""(');:O"—)—oo ..O%.._)_'_OO
Les 4 formes indéterminées a connaitre par cceur :
n(+oo)_(+oo)u "0 X 00" u%u u%u
Composition de fonctions :
a, b et ¢ désignent des nombres réels ou +c0 ou —co . fet g sont des fonctions.
Si lim f(x)=b et lim g(X)=c ,alors lim g(f(x))=c
x>a X-b x>a

Théorémes de comparaison et des gendarmes :

Théoremes de comparaison et des gendarmes pour les fonctions identiques a ceux des suites (voir limites de suites). On a
les théorémes analogues en —oo .
\

~ - Ve - 3
Croissances comparées pour la fonction exponentielle :

x x
. . . e e
lim e* =0 lim e* =+ lim — =+ lim — =+, n 21
xXF—o0 X+ x>+ X x3+0 X
lim xe* =0 lim x"e*=0n>1
X3—o0 x3—o
. e —1
lim = 1l
0 X
\ )

Les méthodes — T° spé : Limites de fonctions
Etude asymptotique d’une fonction :

Soit la fonction f définie sur |—oo ; 3(U|3 ; +oo par f(x)= > +; . Calculer les limites de f aux bornes de son
—

ensemble de définition. En déduire les éventuelles asymptotes.
Limite en +co :

lim x+1 =+
XD+
lim x—3=+x

XD+

Par quotient, nous avons une forme indéterminée

1 1
o 7 1+=) 1+—
flx)=2"= = NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
x—3 3 3
(-3 1-2
X X
lim (1 + l) =1 Par quotient, nous obtenons finalement :
XF+0 X
li =1
fim (1 - 2)=1 lim £ (x)
X400 X

La droite d'équation y = 1 est donc asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction fen +oo.

Limite en —oo :

lim x+1 = -
m Par quotient, nous avons une forme indéterminée
lim x—3 = —o
xXF—w0
x(1+ l) 1+ L
_x+1 _ x _ X
f¥)="=%= T3 NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
-3 1-3
X X
lim (1 + l) =1 Par quotient, nous obtenons finalement :
x>—m X
li =1
fim (1 - 3)=1 Jim f ()

3o X
La droite d'équation y = 1 est donc asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction fen —co.

Limite en 3 a gauche :

lim x+1 = 4 _
3 Par quotient, nous obtenons : Ici, il ne faut pas oublier le signe du 0.
limx—3=0" lim f(x)= —o0 C’est lui qui détermine le signe de la limite !
X X3
x:; x<3
Limite en 3 a droite:
lim x+1 =4
23 Par quotient, nous obtenons :
lim x—3 = 0" lim f(x)=+o0
x>3 x>3
x>3 x>3

La droite d'équation x = 3 est donc asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f* (a gauche et a droite).


https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/expo/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/limitessuites/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/limitessuites/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/limitessuites/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/compfonctions/cours.pdf
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Limites de fonctions composées :
2) Soit la fonction f définie par f(x)= xe** . Calculer la limites de fen —oo.

1) Soit la fonction f définie sur R par f(x)= ¢ . Caleuler la limites de fen —oo.,
lim x = —o0
lim 2x*+3 =+c0 , lim ¢" =+ donc lim f(x)=+ow *ﬁr’: TR Par produit, nous avons une forme indéterminée
x> - Xo+w [N e =
. . . |1 -
2) Soit la fonction f définie sur R par f(x)= Vﬁ . Calculer la limites de fen —co. f(x)=xe* = i—x 4xe* . Enposant X = 4x ,nousavons f(x)= %xxe’( et lim X =—w .
lim x*+1 =+, donc lim —=0. lim VX =0 ,donc lim f(x)=0 Or, d’aprés le cours, nous savons que lim Xe* =0,

x> —o x4+ 1 X0 x3—o0 X-»

Nous pouvons en déduire que lim f(x)=0 .
Xd>—w

Utiliser les théorémes de comparaison et des gendarmes :

1

1) Soit la fonction f définie sur R par f (x) = €*cos(x) . Calculer la limites de fen —oo, 1
3) Soit la fonction fdéfinie par f(x)= 2x|e* — 1) . Calculer la limites de fen +c.

cos(x) n’a pas de limite en —oo . On ne peut donc pas calculer la limite de f directement avec les opérations.
lim 2x =+

xd+0

Nous savons que —1 < cos(x) <1 ,donc —e* <e*cos(x)<e". 1 1 1 Par produit, nous avons une forme indéterminée
lim—=0,donc lime*=1 et lime*—1=0
Or lim —e* = lim e* =0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim f(x)=0 . e X e i
X —w XI—0 X>—o
1
ke
1) Soit la fonction f définie sur R par f(x)= x’ — sin(x) . Calculer la limites de fen +. F(x)=2xle" - 1) =y %€ ! .Enposant X = 1 ,nous avons f(x)=2x< et lim X =0 .
X X+
sin(x) n’apas de limite en +co . On ne peut donc pas calculer la limite de £ directement avec les opérations. X
v
Nous savons que —1 <sin(x) <1 ,donc x°—1< x’—sin(x) < x’>+1 . En particulier, x°—1 < x’—sin (x) Or, d’aprés le cours, nous savons que lim ¢ ); 1_ 1.
X0
Or lim ¥*—1=+w , donc d’aprés le théoréme de comparaison, lim f(x)=+co . . .
4o p P tm 1) Nous pouvons en déduire que lim f(x)=2 .
X?+0

Lever une indétermination en utilisant les croissances comparées :

JEA Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :

1) Soit la fonction f définie par f(x)= ——— . Calculer la limites de fen +o.
e —x
lim ' =+
o Par somme, nous avons une forme indéterminée au dénominateur
lim —x" =—o
X+
. e(1 +£X) 1+ ix
. e +x e e
flx)=—== — = > NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
e —x x X
f1-=) 1-=
e e
. . e .Xx .1
D’apreés le cours, nous savons que lim — =+c donc que lim — = lim —=10.
x3+m X x>+ @ xd+o @
x
e" x° 1
De méme, lim — =+ donc lim = = lim — =0 . Ainsi:
X+ X X+ @ x40 @
2
X
lim (1 + it) =1 Par quotient, nous obtenons finalement :
X+ e’
¥ lim f(x)=1
lim (1-=)=1 w40

x40 e



Le cours — T° spé : Logarithme népérien
Prérequis : fonction exponentielle, compléments fonctions, limites de fonctions

( Premiéres propriétés :

Pour tout réel a strictement positif,
Pour tout réel a ,
Pour tout réel x strictement positif,
Pour tout réel x ,

In1=0 Ine=1

N

e'=a © x=lna
In(x)=a & x=e¢’

e"=x

In(e)=x

1nl= =1l
e

¢'=5 < x=In5

In(x)=-3 & x=¢°

Inx
xX=e

In8
8=¢"

( Fonction logarithme :

La fonction logarithme népérien est continue et dérivable sur ]0,+oo[ .

1
(Inx) =—.
x
x 0 1 e +oo
flx :i +
: e
f() =Inx - ==
Résolution d’équations, inéquations :
Ina=lnb & a=b
Ina=lnb < a=b
Tableau de signe :
X 0 1 +00
Signe _ 0 .
de Ln (x)

Dérivée d’une composée :

Soit « une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 1.

In(x+3)=In(2) & x+3=2
In(2x+1)>In(2) & 2x+1>2

’
(Inu(x)) = LX) (x)
\ u(x)
[ Relation fonctionnelle et propriétés algébriques :
In(ab)=Ina +Inb In(x) +1In(x+1)=In(x(x+1))
In % =lna—Inb In(x+3) —ln(2):ln(x;3)
S = e In(=)=-In(2)
a
In(a”")=plna In(0,6")=n1n(0,6)
a1
In(Va)==Ina ln(x’3):51n(3)
( Limites et croissances comparées :
lim Inx = +o0 limInx = —o0
X+ x20"
fim 8% = ¢ fim 8% = ¢
xd+0 X x40 X

lim xInx =0
x20"

lim x"Inx = 0
x30"

o In(1+x) e

x20 X

A

Les méthodes — T° spé : Logarithme népérien

Résolutions d’équations, inéquations :

Résoudre In(2x+3)=In(x)

In(2x+3) existe si 2x+3>0<:>x>_73

In(x) existesi x>0
Le domaine de validité est D=0 +oo| .
Sur ce domaine :

In(2x+3) =1In(x)

o 2x+3=x

o x=-3

-3¢ D , donc I’équation n’a pas de
solution.

Résoudre In(x+3)+ In(2—x)> In(6)

Résoudre 2In(x)+1=7

Le domaine de validité est D=]0 ;+oo| .
Sur ce domaine :

2In(x)+1=7

< 21In(x)=6

e In(x)=3

= x=¢’

eeD , donc la solution est :

S =

In(x+3) existesi x+3>0=x>—3 . In(2—x) existesi 2—x>0 ©x<2 .

Le domaine de validité est D=]-3:2 .

Sur ce domaine :
In(x+3) +In(2—x) > In(6)
e In[(x+3)(2—x) = In(6)

= (x+3)(2-x) =6

& —xX’—x+626

& —x'-x20

o x(x+1) <0
X -3 -1 0 2
X - -0 +
x+1 - 0 + : +

x(x+1) + 0 - 0 +
Avec le tableau de signe, on trouve finalement § = [—1,0]

Résoudre 0,9"< 0,1 , nelN

0,9"<0,1 x> = 64

= In(0,9") <1In(0,1) < In(x*") = In(64)

e nXIn(0,9) < In(0,1) e 2,7XIn(x)=1n(64)

In(0,1 In(64

n= lnEO,9; car In(0,9)<0 < In(x)= 2(,7 )
n(0.1 In(64)

T n(0, )~21,85 .Comme n€N , la solution est o x=e ¥
In(0,9)

finalement n > 22 .

La solution est donc § =

Résoudre " *>5
e >5
o x—3>In(5)
o x>In(5)+3

La solution est donc :

S = |In(5)+3;+|

Résoudre x*” =64, neN

le


https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/expo/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/limfonctions/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/compfonctions/cours.pdf

Simplifications :

Simplifier le nombre A4 =1In(e’) - In lz +21n 1
e Ve
1 1
A=In(¢’) = In|=| + 2In|—
(€)= || 2

A=3+ln[eZ]721n(\/Z)
A=3+2—2><%1n(e)
A=3+2-1=4

Etudes de fonctions :
1) Faire I’étude compléte de la fonction f(x)= X' - In(x) définie sur 10+ .
Limite en 0 :

lim x* = 0"

x20"

lim —In(x) = +o0 lim f(x) =+
x20° x0"

Par somme, nous obtenons :

Limite en +oo :

Par somme, nous avons une forme indéterminée. En factorisant par x* nous obtenons :

In (x
Flo=f1- )
X
Or, lim ln—zx:O d’aprés le cours. Ainsi lim( _ln_zx =1. De plus, lim x’=+c00 . Donc, par produit
X+ X X3+ X x>+

lim f(x)=+o0 .

Xd+0

Variations :
, 1 _2x—1 , . 2 . . . . n
f'(x)=2x- T Sur [0 ;+00| , /" est donc du signe de 2x” — 1 (signe simple d’un polynéme du 2
degré) :
X 0 \/2—2 +oo
/(%) - 0o+
+00 +o0

x+3
—x+4
a) Déterminer I’ensemble de définition de g.
b) Calculer g'(x)

2) Soit g la fonction définie par g(x)=In

a) g est définie si x+3

X —0 -3 4 +oo
x+3 - 0 + +
—x+4 + 1+ 0 -
x+3
_ + _
—x+4 0

L’ensemble de définition de g est donc D = |-3,4]

x+3

—x+4

—x+4 — (—1)(x+3) _ —x+4+x+3 _ 7
(—x+4)° T (—x+4P T (—x+4)

b) g est le la forme In(u(x)) avec u(x)=

u'(x)=

C(=x+4)? 7 —x+4 _

1 > 0 . Nous étudions donc le signe de

x+3
—x+4

. Nous avons donc

7

- (—)c+4)2 x+3

- (—x+4)(x+3)

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :




Le cours — T° spé : Primitives

Equation différentielle et primitive :

Une équation différentielle du 1 ordre est une équation dans laquelle interviennent une fonction dérivable y, sa dérivée
v’ et la variable x. L’inconnue de cette équation est la fonction y.

Exemples d’équations différentielles :
y'=x+1 xy'+2y = ¢ 2y'—y=1

Toute fonction solution sur un intervalle / de I’équation différentielle y ' = f s’appelle une primitive de f'sur /.
Une fonction F est une primitive de f'sur / si, pour tout réel x de / :
F'(x)=f(x)

La recherche d’une primitive est ’opération inverse de la dérivation.
Toute fonction continue sur / admet des primitives sur /.

Si F est une primitive de f'sur 7, alors, pour tout réel k, la fonction G(x) = F(x) + k est aussi une primitive de f'sur 7.
Une fonction continue sur / admet donc une infinité de primitives sur /.

Tableaux des primitives :

Fonction f [ Une primitive F Intervalle de validité
fl)=a F{x)=ax R
— . «Rlorsquen >0
I %"ff‘ <> 9";’1“' 4 '18"‘:;"' Fl=—1 = «]-0;0[ ou]0;+2[
ifferent de -1 et n+ lorsque n < 0
|
fW=2 F=-1 =<0 ;0 ou J0; 41
- e
f) == F(x)=In(x) 10; +29[
fW=e _ Fl)=e R
" 1
)= - Fl)=2x 10; -+
f(x) = cos(x) F(x)=sin(x) R
Sl)=sinkx) F (x) =—cos(x) R
Forme de la fonction Primitive a une constante pres } Conditions
u+V u+v uetvdérivables surl
Au’, avec A réel Au
s o = : un+l Si n est négatif, alors u(x) # 0
UL mEL, pEOetn S n+1 pour tout xde .
u 3
u_z 7 u(x) # 0 pour tout xde |
zuﬁ Ju u(x) >0 pourtout xde |
% Inu| pour u(x) # 0
u’e¥ e!
; 5 v dérivable surun intervalle J et,
(voulxu vou

pour tout x de |, u(x) appartient a J

Les méthodes — T° spé : Primitives
Veérifier qu’une fonction est solution d’une équation différentielle :

Soit I’équation différentielle y ' — 2 y = 4 pour x réel.
Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) =¢™* — 2 est une solution de cette équation.

Solution :

Calculons en premier lieu /”: f '(x) =2 e,
Nous avons donc : f '(x) =2 f(x)= 2" ~2(e**~2) =2¢° 2" +4 =4,
fest donc bien une solution de 1’équation différentielle y' —2 y = 4.
Vérifier qu’une fonction est une primitive d’'une autre fonction :
Soit les fonctions /et g définies sur R par f(x)=xe" et g(x)=(x—1)e".

a) Montrer que g est une primitive de f'sur IR.

b) En déduire toutes les primitives de f'sur IR.

Solution :

a) g est une primitive de f'si g '(x)=/(x). Nous calculons donc la dérivée de g :
gestde la forme g(x)=u(x)Xv(x) avec u(x)=(x—1) et v(x)=e".

Donc g'(x) =le*+(x—1)e" =e +xe* —e' = xe" = f(x).

g est bien une primitive de 1.

b) On en déduit I’ensemble des primitives de /: F(x)=g(x)+k =(x—1)e' +k

Calculs de primitives :

Calculer une primitive des fonctions suivantes :

a) f(x)=x"—4x+9 b) g(x)=l—i3 ¢) h(x)=6x(x"-1)
X x
d)i(x):2x5+3 o) k (x)=3 ™"
Solution :
a) F(x)Z%x3—2x2+9x
-2
b) g(x) =L i} -1 4x7% done G(x)=In(x) —4xZ—=In(x) + 2xx 2= In(x)+ 2
X x X -2 x?
¢) h(x) =6x(x*—1) =3x2x(x*~1), donc & est de la forme 4(x) = 3u’u’. Nous avons ainsi :
2 4
-1
ix) =3B 3y
d) i(x):éxi donc i est de la forme i(x):éxu—,. Nous avons ainsi :
27 2x+3° 2 u

z(x)zgln(|zx+3|)

e k(x)=3""" = §X2e2‘”' , donc k est de la forme k& (x) = %Xu '¢". Nous avons ainsi :

2

3 2x+1

K(x) :Ee



Détermination de la constante :

Soit la fonctions f définie sur IR par f (x)= :3 o Déterminer la primitive F de ftelle que F(0)=5.
e+

Solution :

fest de la forme f(x) :”7. L’ensemble des primitives de f'sont donc : Fk(x) =In(e*+1)+k (e*+1>0). Nous cherchons

la primitive qui est telle que Fk(0)=5 o In(e’+1)+k=5 & In(2)+k=5 o k=5-In(2).La primitive recherchée
est donc :

F(x)=In(e+1)+5-In(2)

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



Le cours — T° spé : Convexité Les méthodes — T° spé : Convexité

Fonction concave Fonction convexe Lecture graphique :

i g s 1) On donne sur le graphique 1 la courbe représentative d’une fonction f définie sur R.
Definition : Définition : Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f est convexe et les intervalles sur lesquels
elle est concave.

La fonction f'est dite concave sur l'intervalle / si, La fonction f'est dite convexe sur l'intervalle / si,

pour tous réels a et b de Z, 1a portion de la courbe pour tous réels a et b de Z, 1a portion de la courbe Solution : Graphique 1
située entre les points A(a; f(a)) B(b; f(b)) située entre les points 4(a, f(a)) B(b; £(b)) Par lecture graphique, /'est concave sur |- ; 4] et convexe sur[4;+oo].

est au-dessus de la sécante (4B). est en-dessous de la sécante (4B).

2) On donne sur le graphique 2 la courbe représentative de la fonction dérivée d’une fonction
fdéfinie sur R. Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f'est convexe et concave.

Solution :
fest concave lorsque sa dérivée est décroissante soit sur I’intervalle |—co ; —4].
fest convexe lorsque sa dérivée est croissante, soit sur I’intervalle [—4 ;+o0].

Graphique 2

Etude de convexité :

1) On considére la fonction f définie sur R par f (x)=¢€" etonnote C ; sa courbe représentative.
a) Etudier la convexité de f.
b) Déterminer une équation de la tangente 7a C s en son point d’abscisse 0.

La fonction f'est dite convexe sur l'intervalle 7/ si ©) En déduire que quel que soit le réel x : " > x+1

sa courbe représentative est entiérement située
au-dessus de chacune de ses tangentes.

La fonction fest dite concave sur l'intervalle 7 si
sa courbe représentative est entiérement située
en-dessous de chacune de ses tangentes.

Solution :

a) f''(x)=f"(x) =e" >0, donc fest convexe sur IR.

b)7: y=/'(0)(x=0)+/(0) = y = x+1

¢) La fonction f'est convexe sur IR. Sa courbe représentative est donc au-dessus de toutes ses tangentes sur IR. Elle est, en
particulier, au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0, d’ott e* = x+1

Y //\\ Y
h

'
'
'
'
'
'
'
'
'
T

2) On considére la fonction f définie sur [0;+oo] par f(x)= V1+x etonnote C, sacourbe représentative.

a) Etudier la convexité de f.
b) Déterminer une équation de la tangente 7 a C/. en son point d’abscisse 0.

0 X 0 & ¢) En déduire que quel que soit le réel x de [0;+ 00| : V1+x <1+0,5x

Lien avec Ia fonction dérivée f’ : Lien avec la fonction dérivée F’ ; Solution : | .
a) f'(x)=s7—.et ["(x)=-g—F—

g : g g ; g 241+ 4(1+x)V1+
La fonction f'est concave sur / si, et seulement si, La fonction f'est convexe sur / si, et seulement si, Sur[ 0400 \/\{TL 0. l+x>0 dor(lc ;), ,(x)x< 0 et fest concave

. L . : : +00|, >0, 1+x >0, < X
sa fonction dérivée f” est décroissante sur /. sa fonction dérivée f” est croissante sur /. ’ x

- - s . , ’ 1

Lien avec la fonction dérivée seconde f” : Lien avec la fonction dérivée seconde f” : b)T: y= f'(0)(x=0)+/(0) =y = S+l

. ) . . . . . ¢) La fonction f est concave sur [0 +oo|. Sa courbe représentative est donc en-dessous de toutes ses tangentes sur [0, +oo|.
La fonction f'est concave sur / si, et seulement si, La fonctlor}f est convexe sur / si, et seulement si, Elle est, en particulier, en-dessous de sa tangente au point d’abscisse 0, d’on V1+x < 1+0,5 x
pour tout réel x€I, f''(x)<0 . pour toutréel x€7, f''(x)=0.

o0 vl
) 3) En utilisant la convexité de la fonction exponentielle, démontrer que pour tout réels aetb: e > <

Point d’inflexion :
Solution :

Un point d'inflexion d'une courbe est un point en lequel la courbe traverse la tangente. ,
Soit les points  A4(a;e’) B(b,e") . La fonction exponentielle étant convexe, le segment [AB]

est situé au-dessus de la courbe représentative de la fonction exponentielle. En particulier, le

/

Le point A d'abscisse a est un point d'inflexion de la courbe C, si, et

/ b
: foreo g : I .. . a+b e‘+e . .
seulement si, la dérivée seconde f'' s'annule en a en changeant de signe. milieu de ce segment de coordonnées (T T) est au-dessus du point de la courbe
b ath b
. . a+b = @b e
9 X ayant la méme abscisse ( ‘e ?).Onadonc e? <

2 2




