Le cours — T° spé : Limites de fonctions
Prérequis : fonction exponentielle, limites de suites, compléments fonctions
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" Les définitions :

> Les définitions des limites de fonctions en +oo sont équivalentes a celles des suites (voir limites de suites). On peut
énoncer des définitions équivalentes en —o0

> On dit que la fonction fadmet pour limite +0 (ou —o0) en 4 si tout intervalle]a, + | (ou |-, b[), a et b réels, contient

toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment proche de 4 et on note : lim f (x) = +o0 (ou lim f'(x) = —o0).
x4 x4

> La droite d'équation y = L est asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction f'en +o0 (ou —0) si
lim f(x)=L (ou lim f(x)=1L)
X3+ x>—o
> La droite d'équation x = 4 est asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f* si
lim f(x)= —o oulim f(x)=+o
x4 x4

Limites des fonctions usuelles :

. 2 . 2 . 3 . 3 . = . 1 . 1
lim x” = +oc  lim x~ =+ lim x” = +co, lim x” =—o0 lim Vx =+ lim —=0, lim — =0
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Opérations sur les limites, formes indéterminées et composition :

Les tableaux des opérations sur les limites sont les mémes que pour les suites (voir limites de suites). Voici quelques
résultats d’opérations (attention a 1’abus d’écriture a ne pas écrire sur une copie!) :

"(=00) X (—o0)" > +o0 "9_00"_)0* "%"-}0* ""(');:O"—)—oo ..O%.._)_'_OO
Les 4 formes indéterminées a connaitre par cceur :
n(+oo)_(+oo)u "0 X 00" u%u u%u
Composition de fonctions :
a, b et ¢ désignent des nombres réels ou +c0 ou —co . fet g sont des fonctions.
Si lim f(x)=b et lim g(X)=c ,alors lim g(f(x))=c
x>a X-b x>a

Théorémes de comparaison et des gendarmes :

Théoremes de comparaison et des gendarmes pour les fonctions identiques a ceux des suites (voir limites de suites). On a
les théorémes analogues en —oo .
\
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Croissances comparées pour la fonction exponentielle :
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lim e* =0 lim e* =+ lim — =+ lim — =+, n 21
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lim xe* =0 lim x"e*=0n>1
X3—o0 x3—o
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Les méthodes — T° spé : Limites de fonctions
Etude asymptotique d’une fonction :

Soit la fonction f définie sur |—oo ; 3(U|3 ; +oo par f(x)= > +; . Calculer les limites de f aux bornes de son
—

ensemble de définition. En déduire les éventuelles asymptotes.
Limite en +co :

lim x+1 =+
XD+
lim x—3=+x

XD+

Par quotient, nous avons une forme indéterminée

1 1
o 7 1+=) 1+—
flx)=2"= = NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
x—3 3 3
(-3 1-2
X X
lim (1 + l) =1 Par quotient, nous obtenons finalement :
XF+0 X
li =1
fim (1 - 2)=1 lim £ (x)
X400 X

La droite d'équation y = 1 est donc asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction fen +oo.

Limite en —oo :

lim x+1 = -
m Par quotient, nous avons une forme indéterminée
lim x—3 = —o
xXF—w0
x(1+ l) 1+ L
_x+1 _ x _ X
f¥)="=%= T3 NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
-3 1-3
X X
lim (1 + l) =1 Par quotient, nous obtenons finalement :
x>—m X
li =1
fim (1 - 3)=1 Jim f ()

3o X
La droite d'équation y = 1 est donc asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction fen —co.

Limite en 3 a gauche :

lim x+1 = 4 _
3 Par quotient, nous obtenons : Ici, il ne faut pas oublier le signe du 0.
limx—3=0" lim f(x)= —o0 C’est lui qui détermine le signe de la limite !
X X3
x:; x<3
Limite en 3 a droite:
lim x+1 =4
23 Par quotient, nous obtenons :
lim x—3 = 0" lim f(x)=+o0
x>3 x>3
x>3 x>3

La droite d'équation x = 3 est donc asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f* (a gauche et a droite).
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Limites de fonctions composées :
2) Soit la fonction f définie par f(x)= xe** . Calculer la limites de fen —oo.

1) Soit la fonction f définie sur R par f(x)= ¢ . Caleuler la limites de fen —oo.,
lim x = —o0
lim 2x*+3 =+c0 , lim ¢" =+ donc lim f(x)=+ow *ﬁr’: TR Par produit, nous avons une forme indéterminée
x> - Xo+w [N e =
. . . |1 -
2) Soit la fonction f définie sur R par f(x)= Vﬁ . Calculer la limites de fen —co. f(x)=xe* = i—x 4xe* . Enposant X = 4x ,nousavons f(x)= %xxe’( et lim X =—w .
lim x*+1 =+, donc lim —=0. lim VX =0 ,donc lim f(x)=0 Or, d’aprés le cours, nous savons que lim Xe* =0,

x> —o x4+ 1 X0 x3—o0 X-»

Nous pouvons en déduire que lim f(x)=0 .
Xd>—w

Utiliser les théorémes de comparaison et des gendarmes :

1

1) Soit la fonction f définie sur R par f (x) = €*cos(x) . Calculer la limites de fen —oo, 1
3) Soit la fonction fdéfinie par f(x)= 2x|e* — 1) . Calculer la limites de fen +c.

cos(x) n’a pas de limite en —oo . On ne peut donc pas calculer la limite de f directement avec les opérations.
lim 2x =+

xd+0

Nous savons que —1 < cos(x) <1 ,donc —e* <e*cos(x)<e". 1 1 1 Par produit, nous avons une forme indéterminée
lim—=0,donc lime*=1 et lime*—1=0
Or lim —e* = lim e* =0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim f(x)=0 . e X e i
X —w XI—0 X>—o
1
ke
1) Soit la fonction f définie sur R par f(x)= x’ — sin(x) . Calculer la limites de fen +. F(x)=2xle" - 1) =y %€ ! .Enposant X = 1 ,nous avons f(x)=2x< et lim X =0 .
X X+
sin(x) n’apas de limite en +co . On ne peut donc pas calculer la limite de £ directement avec les opérations. X
v
Nous savons que —1 <sin(x) <1 ,donc x°—1< x’—sin(x) < x’>+1 . En particulier, x°—1 < x’—sin (x) Or, d’aprés le cours, nous savons que lim ¢ ); 1_ 1.
X0
Or lim ¥*—1=+w , donc d’aprés le théoréme de comparaison, lim f(x)=+co . . .
4o p P tm 1) Nous pouvons en déduire que lim f(x)=2 .
X?+0

Lever une indétermination en utilisant les croissances comparées :

JEA Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :

1) Soit la fonction f définie par f(x)= ——— . Calculer la limites de fen +o.
e —x
lim ' =+
o Par somme, nous avons une forme indéterminée au dénominateur
lim —x" =—o
X+
. e(1 +£X) 1+ ix
. e +x e e
flx)=—== — = > NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
e —x x X
f1-=) 1-=
e e
. . e .Xx .1
D’apreés le cours, nous savons que lim — =+c donc que lim — = lim —=10.
x3+m X x>+ @ xd+o @
x
e" x° 1
De méme, lim — =+ donc lim = = lim — =0 . Ainsi:
X+ X X+ @ x40 @
2
X
lim (1 + it) =1 Par quotient, nous obtenons finalement :
X+ e’
¥ lim f(x)=1
lim (1-=)=1 w40

x40 e



