Le cours — T° spé : Produit scalaire dans I’espace

Prérequis : Produit scalaire, droites et cercles, vecteurs dans I'espace, droites espace

[ Définition et propriétés :

.y = [[a[|x|[7]| cos(; ¥)

o=z uv=v.u (VW)= wv+ i (k).v=1.(kv) =k(ii.v), keR
u.v = 0 équivaut 2 u et v sont orthogonaux (s’ils sont non nuls)

" Autres propriétés du produit scalaire :

’

x x
Expression analytique : Si | y | et ¥|y’| dans un repére orthonormé, alors .V = x x "+ yy '+ zz'
z z'
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En particulier Hii”: Vs(ﬁ-ﬁ) = \('\2 + yz + zz) et AB = \“;(xﬂixA) + (.VB*.VA)Z + (7‘3754)2
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L’application de la deuxiéme formule dans une triangle ABC donne la formule d’Al-Kashi :
AB.AC = %(AB%ACLBCZ)
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( Equation de plan et positions relatives :

a
b | non nul admet une équation cartésienne de la forme ax + by + cz+d = 0
c)

Un plan P de vecteur normal 7

Un vecteur non nul 7z de I'espace est normal a un plan £s'il est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires de .7

Deux droites d; et d- de vecteurs directeurs respectifs # et ¥ sont orthogonales si et seulement si zz.v = 0.

» . d et P sécants d et P paralléles
Positions relatives 5 d et P strictement paralléles dincluse dans P
d
- Droite d de v i
Positions vecteur directeur u 3 P
. - Plan Pde
droite-plan - . E =
vecteur normal n ~
N
Vecteurs u et n non orthogonaux u et n orthogonaux
Produit scalaire un#0 un=0

P, et P,paralléles P, et P, sécants

Positions relatives P; et P;perpendiculaires

e . ﬁ Py B
Positions PlanPyde ' = / it .
lan-plan vecteur normal », P ‘"-‘ !
P P - Plan P, de m '
vecteur normal n, 1 B &

Py

n—, et Z orthogonaux

Vecteurs n—‘ et Z colinéaires ;z: et Z non colinéaires e
Il‘Jl2 =
Distance AH d’un \X
point a un plan B »

Distance AH d’un ‘\

point 2 une droite , lax, + by, + cz, + d| e N

d(A, Plan)= ——————— \

va +b +c \:

N

Les méthodes — T° spé : Produit scalaire dans I’espace
Un exercice sans coordonnée :

A E —

Soit ABCD un tétra¢dre régulier d’aréte de longueur a et E le point défini par AF = Ch.

N
W | =

1) Calculer les produits scalaires AB.AC et AB. 4D
2) Calculer AB.CD
3) En déduire que le triangle ABE est rectangle en A.
4) Calculer I’angle AEB au degré pres.

D
Solution :

1) Le triangle ABC est un triangle équilatéral (comme le tétraédre est régulier), donc nous savons

que BAC =60 °.

2

AB.4AC = ABXACXcos(AB,'ZE) =aXaxcos(60)= %.

2
De méme, AB.AD = %.

I
I
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2
2)22?.@32AB.(64+ZB):Z§.CA+AB.Ezfﬁ.ZE‘+Z§.E:f%+

3) Calculons AB.AE -

E.ZE:ZE.(%&’) 13.CD 5

AB.CD =0 d’apres la question précédente. Nous pouvons en conclure que les vecteurs 4

1
3
et AE sont orthogonaux et ainsi que le triangle ABE est rectangle en 4.

— — N blier d
4) Dans le triangle ABE rectangle en 4, tan (AEB) = % = li = 3. Nous avons donc AEB~72° metir};al:\ (l:lc:xel;tr?ce
g a en degré dans SET UP.
Equation cartésienne de plan :
-3
1) Soit 4(—1,2,5) et B(3,8,7) deux points de I’espace et 72| 1 | un vecteur.
4

a) Déterminer une équation du plan & passant par 4 et de vecteur normal 7.
b) Déterminer une équation du plan médiateur %’ du segment [4B].

Solution :

a) 7 est un vecteur normal & &, donc ’équation cartésienne de & est de la forme: —3x +y + 4z +d =0.
Deplus, 4 € %, donc —3X(—1) +2 +4X5 +d =0 et ainsi d = —25.
L’équation cartésienne de & estdonc : —3x +y +4z —25=0.

. . |4
b) 7" est le plan médiateur de [AB]. AB est donc un vecteur normal a %’. Les coordonnées de 4B sont AB|6 |-

2
1—(2
Nous prendrons comme vecteur normal le vecteur EAB 3 |. L’équation cartésienne de &’ est donc de la forme :
1
2x+3y+z+d=0.
De plus, le milieu / de [4B] appartient 4 9’. I a pour coordonnées : 7(1;5,;6). Ainsi, 2X1+ 3X5+6+d = 0 et
d =-23.
L’équation cartésienne de " estdonc : 2x +3 y+z — 23 =0.


https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/produitscal/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/droites/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/vectesp/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/droitescercles/cours.pdf

1) Soit A(1,0,3) et B(2;2;7) et C(—1,5,4) trois points de I’espace et & le plan d’équation cartésienne
2x+y—z+1=0.

a) Démontrer que les points 4, B et C définissent un plan.

b) Démontrer que & est le plan (4BC).

¢) En déduire un vecteur normal au plan (4BC).

Solution :

a) 3 points définissent un plan s’ils ne sont pas alignés. Vérifions donc la non colinéarité des deux vecteurs AB et AC :

1 |2 — — —
AB|2|et AC| 5 |. Il n’existe aucun nombre réel & tel que AB = k AC. Les vecteur AB et AC ne sont donc pas
4 1

colinéaires et les points 4, B et C non alignés. Ils définissent donc un plan (4BC).

b) Le plan & est le plan (ABC) si les trois points 4, B et C appartiennent a %. Vérifions donc si les coordonnées de 4, B et
C vérifient I’équation de & :

2X1+0—-3+1=2-3+4+1=0,donc 4 € .

2X2+2—-7+1=4+2—-—7+1=0,donc B € %.

2X(—1)+5-4+1=-2+5-4+1=0,donc C € 2.

% est donc le plan (4BC).

¢) Comme 2x + y — z + 1 = 0 est I’équation cartésienne de (4BC), un vecteur normal a (ABC) est i1| 1
—1

Exercice type bac :

Dans I'espace, rapporté a un repére orthonormé (O 3y I & ), on considere les points :

A(2;053),B(0;2;1),C(-1; -1;2) etD@3; -3; -1).
1. Calcul d'un angle
a. Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC et en déduire que les points A, B et C ne
sont pas alignés.
b. Calculer les longueurs AB et AC.

c. ATlaide du produit scalaire AB - E, déterminer la valeur du cosinus de 1'angle BAC puis
donner une valeur approchée de la mesure de I'angle BAC au dixieme de degré.

2. Calcul d’'une aire
a. Déterminer une équation du plan £ passant par le point C et perpendiculaire a la droite
(AB).
b. Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

c. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal E du point C sur la droite (AB), c’est-a-
dire du point d’intersection de la droite (AB) et du plan 22

d. Calculer I'aire du triangle ABC.

3. Calcul d’'un volume

a. Soitle point F(1; —1; 3). Montrer que les points A, B, C et F sont coplanaires.

b. Vérifier que la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

c. Sachant que le volume d’'un tétraedre est égal au tiers de I'aire de sa base multiplié par sa
hauteur, calculer le volume du tétraédre ABCD.

Solution :

— —_— -2 2
a. AB| 2 | et AC|—1[; or ces coordonnées ne sont pas proportionnelles 5 # = # —

1. Calcul d’'un angle

-2 =3
-2
-1’
—=2 =1
donc il n'existe pas de réel a € R tel que AB = aAC : ces vecteurs ne sont pas colinéaires
donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

. ¢« AB2=4+4+4=3x4,doncAB=23:

e AC2=9+1+1=11,doncAC=V11.

i o D’unepartﬁ-A_Cf=6—2+2=6;

o D’autre part AB - AC = AB x AC x cos BAC.
3

6
23x Vi1 V33

La calculatrice donne BAC ~ 58,51, soit 58,5° au dixieme pres.

Onadonc6=2v3x \/llxcosm < cosBAC =

2. Calcul d’une aire

a. Soit M(x; y; z) unpointde 2. Ona M(x; y; 2) € P — CW~E=O.

x+1

Méthode différente de
Avec CM | y+ 1|, on obtient: celle vue en cours mais
équivalente !

Z2—2
2x+1D+2(y+1)-2(z-2)=0 <= -(x+1D+(y+1)-(2-2)=0 < —x+y—-2z+2=0.

=]
. En prenant le vecteur %E comme vecteur directeur de la droite (AB), soit %Kﬁ 1 |on
=]
a:
- = tx(-1)
M(x;y;z)e(AB)@m:tX%ﬁc» y—0 = tx1 ,teR <
z—=3 = tx(-1)
x = 2-t
y = t ,teR
z = 3-1

. E projeté orthogonal de C sur (AB) appartient au plan £ et a la droite (AB); ses coor-

données vérifient donc I'équation de & et les équations paramétriques de (AB), donc le
systeme :

-x+y-z+2 = 0
X = 2-¢ :
,t €R; enremplagant x, y et z par leurs expressions en fonc-
y = b
z = 3-t¢

tion de t dans I'équation de &2 on obtient :
—2+t+t-3+1t+2=0<=3t-3=0<= t=1.
OnadoncE(l;1;2).



-1
d. OnaBC|[-3|,d'ot BC2=1+9+1=11etBC=vII.
1
Comme AC = BC = V11, le triangle ABC est isocele en C; or on a vu que E est le projeté

de C sur la droite (AB), donc dans le triangle isocele (ABC), [CE] est la hauteur relative a la
base [AB].

2

OnaCE|2| d'ou CE2=1+4=8et CE=2V2.
0

Laire du triangle (ABC) est donc égale a:

ABxCE 2v3x2V2
M

3. Calcul d’'un volume

/ (ABC) =

a. Fe (ABC) < ilexisteaelRi,ﬁe[R,telsque:ﬁzaﬁhﬂA_é —

-1 = -2a-3p
-1 = 2a-p .Enajoutant membre a membre les deux derniéres équations on
0 = -2a-P
. 1 1 S .
obtient -1 = -2 < f= 5 et en remplacant 8 par 5 dans la premiere équation -1 =
3 3 1 1
2a0+—- <<= 2a=1-—=—-—=- <= a=-—-.
2 2 2 4

S Te=s  Te—s
Donc AF = - ZAB + EAC :les quatre points A, B, C et F sont coplanaires.

2
b. Avec FD | -2 , on peut calculer :
-4
FD-AB=-2-2+4=0et
FD-AC=-6+2+4=0.

Le vecteur FD est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) : il est
donc orthogonal a ce plan, ou encore la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

c. Sil’on choisit comme base le triangle (ABC), la hauteur de ce tétraédre est donc [FD] et la
volume est égal a :

1
V(ABCD) = 3 x o/ (ABC) x FD

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



