Le cours — 1°* spé : Généralités sur les suites

Trois définitions d’une suite :
Définition par récurrence

Upe1 = f(“n)

{un terme donné

calcul d’un terme a partir du précédent

exemple :

u, =2
U, =2u,+3

Définition explicite

u, = f(n)

calcul direct de chaque terme
exemple :

u,=6n+8

Définition avec un algorithme

U=2

n=0

for 1 in range(4):
U=U+5
n=n+1
print("pour n = ",n,"U = ",U)
pour n= 1U= 7
pour n= 2 U= 12
pour n= 3 U= 17
pour n = 4 U= 22
>>>

avec une boucle for ou while

Variations d’une suite :

- La suite (u,) est croissante a partir du rang p signifie que pour n=>p, on a u
- La suite (u,) est décroissante a partir du rang p signifie que pour n>p, ona u

= u,

n+l

n+l = uw

Etude des variations d’une suite :
Méthode n°1 (a privilégier) :

On compare u,,, et u, en étudiant le signe de u,,, —u,.

Méthode n°2 (quand on a des puissances de n) :

On compare u,,,, et u, en comparant

u

n+l o

al.

n

Méthode n°3 (SEULEMENT pour les suites définies EXPLICITEMENT) :
Siu, = f(n), on étudie les variations de la fonction f(x) sur [0+ oo,

Suites avec la calculatrice :

o Sélectionner le mode Récurrence.

Sil‘écran obtenu ne permet pas d'exprimer a,, ,, en fonction
»appuyer sur (&) pour sélectionner le « Type » de suite,

deaq
puis sur (2 pour sélectionner a

n+1

Sélectionner type

Fl:an=An+B
F2:an+1=Aan+Bn+C

F3:an+2=Aan+1+Ban+- -

9 Accéder au menu
SET en appuyant sur
la touche @ puis
renseigner les indices
des premier et dernier
termes calculés ainsi

que la valeur du premier terme. Appuyer sur EXE.

o Appuyer sur la
touche EXIT puis

(@ pour obtenir le
tableau des valeurs
des termes de (u,) :

e Renseigner I'écran comme ci-dessous : a,, est obtenu en
appuyant sur la touche (@) pour sélectionner n-a,..., puis
sur la touche (2. Appuyer sur EXE.

gecurrence

an+1§-3Xan+7

Les méthodes — 1°° spé : Généralités sur les suites

Calculer des termes :
Suite définie par récurrence

exemple n°1 :
uy=2
U, =2u +3

Uy =2

uy =2uy+3 =2X2+3=7
u,=2Xx7+3 =17

u, =2X17+3 =37

exemple n°2 :

Suite définie explicitement

exemple n°1 :

u,=6n+8n=0

U, =6Xx0+8 =8
u =6X1+8=14
1, = 6Xx2+8 =20

Usy = 6X50+8 = 308

exemple n°2 :

u0:0 _x+3
= (x) = +1
u, =u,+3n X
un=f(n),n >0
u,=0
Uy = g+ 3X0 =0 u,=f(0)=3
u,=u,+3x1=0+3=3 w=r1)=%=>
Uy = U, +3X2=3+6=9 é
u,=f(2)=3

Suite définie avec un algorithme

exemple :

U=2
n=0
for 1 in range(10):
U=U+5
n=n+1
print("pour n = ",n,"U = ",U)

Uy =2

Uy =uy+5=2+5=7
u,=u,+5=7+5=12
U, =u,+5=12+5=17

Etude de la monotonie d’une suite :

exemple n°1 :

Soit u, = n 2, n = 0. Etudier les
n+1

variations de la suite (un)

Solution :
Avec la méthode n°1 :
_n+l+2 n+2
Tatl+ 1l o+l
_n+3 n+2
Tn+2 n+l
_(n#3)(n+1) _(n+2)(n+2)
T (n+2)(n+1)  (n+2)(n+1)
(P +n+3n+3)—(n’+4n+d)

(n+2)(n+1)

-1

= 2 (nen) =0

Uy~ Uy,

On adonc u,,,—u, < 0 etainsi u,,, < u,.
La suite (un) est donc décroissante.

Erreurs courantes et astuces diverses:

exemple n°2 :
Soitu, =2", n > 0. Démontrer que
la suite (u,) est croissante.

n

Solution :
Avec la méthode n°2 :

+1
Uy 2" n+l—n
—_— == = = >
T 2=t
un+1 . .
On a donc > 1 et ainsi
n
Upsy = U,

La suite (un) est donc croissante.

exemple n°3 :
8n—4 .
,n > 0. Etudier les
+1

Soit u, =

variations de la suite (un)

Solution :

Avec la méthode n°3 :

Soit la fonction f(x) = 8x—4
x+1

définie sur [0, +oo].

festde la forme %

8(x+1)—(8x—4)
(x + 1)2

= _12 >0
(x +1 )2

fest croissante sur [O S+ oo[.

On en déduit que la suite (u”) est

croissante.

fx) =

11 ne faut PAS étudier les variations d’une suite en calculant les premiers termes. Ceci n’est pas une démonstration mais

juste une conjecture !

On ne fait surtout PAS de tableau de variations pour une suite. Les fleches des tableaux de variations indiquent la

continuité (les suites sont discontinues).

Décalage des indices : u,,, = 2u,+3 © u, =2u, +3 < 1,3 =2u,,,+3. De méme, u, =5n+9 < u,

=5(n+1)+9

+1




Déterminer un seuil :

. +2 . s .
Soit u, = 1 1" = 0. Nous savons que la suite (",1) est décroissante, que u, =2 et que la limite de (un) est 1 lorsque n
n

tend vers +o0. Voici un algorithme écrit en Python :

def seuil(a):
n=0
U=2
while U > a:
n=n+1
U=(n+2)/(n+1)
return n

1) Que permet de faire ce programme ?
2) Que renvoie seuil(1,055) ?

Solution :
1) Ce programme permet de déterminer le plus petit entier naturel » tel que u, <a, ol a est un nombre choisi par

I’utilisateur. En effet, la boucle while continuera tant que U > a. La boucle sera « brisée » dés que u,<a et le
programme renverra la valeur de n correspondante.

2) Chercher la valeur renvoyée par seuil(1,055) revient a chercher pour quelle valeur de » on a u, < 1,055. On cherche
cette valeur en utilisant le tableau de valeur du mode récurrence de la calculatrice (voir cours).

On obtient :

u; ~ 1,0555 etu;g ~ 1,0526

Donc seuil(1,055) renverra la valeur 18.

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



Le cours — 1° spé : Suites arithmétiques, suites géométriques

Suite arithmétique
Définition par récurrence :

U, =u,+r

n+l

r est la raison de la suite arithmétique

Prouver qu’il s’agit d’une suite arithmétique :_

u u, =r

n+l n

Expression explicite :
u,=u,+ nr
u,=u +(n=1)r
u,=u,+ (n—p)r
Somme de termes :

1“ terme + dernier terme

S = nbre determes X >

n(n+1)

1+2+..+n= 2

Variations :

Sir > 0, alors la suite (un) est croissante
Sir < 0, alors la suite (u") est décroissante

Remarque :

Les points de la représentation graphique sont

alignés.

Suite géométrique
Définition par récurrence :

un+1 = qxun
q est la raison de la suite géométrique

Prouver qu’il s’agit d’une suite géométrique :
u
n+l __
— =9
un

Expression explicite :

u, = uoan
=il
u,=uXq"

u, = u,Xq"""

Somme de termes :

__ nbrede termes
S = 1“terme X
]
1— qn+ 1

l+g+q*+.+q" = I
—-q

Variations :

Pouru, >0 :

Sig > 1, alors la suite (u,) est croissante

Si0 <gq < 1, alors la suite (z,) est décroissante
Pour u, <0 :

Sig > 1, alors la suite (u,) est décroissante
Si0 <g < 1, alors la suite (un) est croissante

Remarque :

Si ¢ <0, la suite (un) n’est ni croissante, ni
décroissante. Elle alterne entre valeurs négatives
et valeurs positives.

,,/

Les méthodes — 1°° spé : Suites arithmétiques, suites géométriques

Déterminer la raison a partir de termes connus :
Suite arithmétique

Soit (uﬂ) une suite arithmétique telle que u; = 5 et u, = 15.
Déterminer la raison de cette suite et calculer u,.

Solution :
On utilise I’expression explicite u, = u , + (n—p)ravec
n=Tetp=3:

u,=u +(7-3)r
u, =u,+4r

Ensuite avec la relation

_ 5
u,,—u0+5n

_u—u
r 2 .
15-=5 pour n = 3, on obtient :
= —-
4
5 u3=u0+%><3
=2
2 S5=u +E
)
- 15__5
“WIITETTS

Doncu,,zfé +in
2 2

Forme explicite, variation et somme de termes :
Suite arithmétique

Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme u, =2 et
de raison r = 3.

1) Déterminer I’expression du terme général u,, et calculer
le huitieme terme de cette suite.

2) Déterminer le sens de variation de la suite (un)

3) Calculer la somme S = uy+u+u,+...+u,,

Solution :
1) (u,,) est la suite arithmétique u,,, = u, + 3 avec u, = 2.
On utilise la formule u, = u+ nr. Onadonc u, =2 + 3n.

Le huitiéme terme est le terme de rang n = 7.
u; =2+ 3X7=23.

2) (un) est une suite arithmétique de raison» = 3.3 >0,
donc (u,) est croissante.

3) On utilise la formule :
1“terme + dernier terme
2

S = nbre de termes X
Cela donne :

§=18x Mot _ g 2453

18X =495
2

Erreurs courantes et astuces diverses:

Suite géométrique

Soit (un) une suite géométrique telle que u; = 5 et uy = 40.
Déterminer la raison de cette suite et calculer u,.

Solution :
On utilise I’expression explicite u, = u , X ¢" " avec n = 6
et p=3:

_ 6-3 . .
ug=u,Xq Ensuite avec la relation

“6:”3X‘I3

u, =uyx 2"
‘= |
\ 4(3) pour n = 3, on obtient :
9 =75 u,=uyx2’
q3=8 S=uyX 8
g=8=2 ”n=§—

Donc u, = g x 2"

Suite géométrique

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, = 3 et
de raison ¢ = 2.

1) Déterminer I’expression du terme général u,, et calculer
le septieéme terme de cette suite.

2) Déterminer le sens de variation de la suite (un)

3) Calculer la somme S = uy+u+u,+...+uy,

Solution :

1) (u") est la suite géométrique u,,,, = 2Xu, avec u, = 3.
On utilise la formule u, = u X ¢". Onadoncu, =3 X 2"
Le septiéme terme est le terme de rang n = 6.
u,=3%x2°=192,

2) (u,) est une suite géométrique de premier terme
uy=3>0 etderaisong =2 > 1. Donc (”,,) est croissante.

nbre determes

3) On utilise la formule : § = 17 terme X - qlfq
Cela donne :
1 _ 218 1 _ 218
= = 3X =
S =u,x = 3 =2 786429

Attention, 3X 2" n’est pas égal a 6". C’est une erreur fréquente. I faut laisser I’écriture u, = 3 X2" telle quelle.



Exercice type avec suite auxiliaire (premiére — terminale) :

On considére la suite (un) définie par u, = 10000 et pour tout entier naturel z : u,,, = 0,95u, + 200.
1) Calculer u, et u,.

Pour tout entier 7, on considére la suite (w") définie par : w, = u, — 4000.

2) Calculer w.

3) Démontrer que la suite (wn) est géométrique de raison égale a 0,95.

4) Exprimer w, en fonction de n.

5) En déduire I’expression de u,, en fonction de n.

Solution :
1) u, = 0,95 u,+200 = 0,95% 10000+200 = 9700
u, =0,95u,+200 = 0,95X9700+200 = 9415

2)w, = u, — 4000 donc w, = 1, — 4000 = 10000 — 4000 = 6000

W
3) Pour démontrer que (w,) est géométrique, on calcule — !
W,

qui doit étre égal a une constante (la raison de la suite

n

géométrique).

0,95 (1, —38%0)
W, u,,—4000 _0,95u,+200—4000  0,95x,—3800 > \5957) 0,95(u,—4000) 0.95
w,  u,—4000 u,— 4000 T w,—4000 ~  w,—4000 ~  wu,—4000

Onadoncw,,, = 0,95w,. (wn) est une suite géométrique de raison 0,95.
4) On utilise la formule w, = w, X ¢" comme (w”) est géométrique. On a donc w, = 6000 X 0,95".

5) Enfin, étant donné que w, = u, — 4000, on a u, = w, +4000 = 6000 x0,95" + 4000

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



Le cours — T° spé : Limites de suites définies explicitement
Prérequis : généralités suites ; suites arithmétiques et géométriques

-

( Les définitions :

- On dit que la suite (un) admet pour limite +oo si tout intervalle |4;+oo| , 4 réel, contient tous les termes de la suite a
partir d'un certain rang et on note : lim u, =+

na+ow
- On dit que la suite (un) admet pour limite —oo si tout intervalle |—oo; 4|, 4 réel, contient tous les termes de la suite a
partir d'un certain rang et on note : lim u, = —

n-+w
- On dit que la suite (”,,) admet pour limite L si tout intervalle ouvert contenant L contient tous les termes de la suite a
partir d'un certain rang et on note : lim «, = L . Une telle suite est dite convergente.

n>+m
\ J

P
Limites des suites usuelles :

N . 2 . . k
lim n=+o0 ; lim n"=+c ; lim Vn=+w ; lim n" =+ (pour k>1)

>+ >+ >+ 4o
.1 .1 . 1 . 1
lim —=0 ; lim =0 ; lim ——==0 ; lim —=0 (pour k>1)
n>+o N n>+x 1\ n+0 J; nd+o |

I\ Y,

p
Opérations sur les limites et formes indéterminées :

Les tableaux des opérations sur les limites ne sont pas a apprendre par cceur, mais a bien comprendre ! Voici quelques
résultats d’opérations (attention a 1’abus d’écriture a ne pas écrire sur une copie!) :

"(—o0) X (—o0)" > +oo0 USRS R koD oo R,
0
Les formes indéterminées a connaitre par cceur
"(+00) —(+0)" "0 X 0" " "%"

| 2 méthodes pour lever une indétermination : 1) factorisation par les plus hauts degrés ~ 2) méthode du "conjugué"

( Limites de q" :

g=<-1 —1<g<l1 g=1 g>1

lim ¢" =

nd+oo

Pas de limite 0 1 +00

N J

e - kY .
Théorémes de comparaison et des gendarmes :

Théoréme de comparaison (pour des limites infinies) :
- Si (u,) et (v,) sont deux suites telles que lim u, =+oco et, a partir d’un certain rang v, > u, , alors

nd+o

lim v, =400 .

nd+om

-Si (u,) et (v”) sont deux suites telles que lim u, = —co et, a partir d’un certain rang v, < u, , alors

nd+o

lim v, = —o0 .

nIy+on

Théoréme des gendarmes (pour des limites finies) :
Soit (un), (v”) et (wn) trois suites telles que, a partir d’un certain rang u, <v, <w, .
Si (un) et (wn) convergent vers le réel L, alors (vn) converge vers L.

Les méthodes — T° spé : Limites de suites définies explicitement

Calculs de limites simples :

. . P 1 ‘
1) Calculer la limite de la suite (un) définie par : u,= T +2|-n*+1).
n

. . .1 + Lo 1

lim v = +o0 , donc par quotient, lim ——== 0" etainsi lim |—+2]=2

nd+w n>+o \ 1 >+ VN 1

lim #’ = +o0 ,donc lim —#’=—oo etainsi lim (-’ +1|= —co lim | ——+2
na+w n2+w na+w ny+o \N 1

2) Calculer la limite de la suite (",.) définie par: u,= —

lim 4=4 Par quotient, nous obtenons :
n>+w 4
. 2 . 2 \ .
lim n° =+, donc lim [n’+ 5| =+o0 lim ——=10"
nd+o 3+ n+o -+ 5

3) Calculer la limite de la suite (u,) définie par : u, = 0,6"— 5" .

lim 0,6"=0 car —1<0,6<1
n2+w
lim 5" =+ car 5> 1,donc lim —5" =—o0

nd+o N>+

Par somme, nous obtenons :
lim 0,6" — 5" =—o

nd>+on
Lever une indétermination :
1) Calculer la limite de la suite (u”) définie par : u, = 2n*—3n+2.

. 2
lim 2n" = 4+

g Par somme, nous avons une forme indéterminée
lim —3n+2=—-w
3n. 2 32
u, = 20 =3n+2=n"2— nT+ ? = n2(2 - +? NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
lim n* =+
4o Par produit, nous obtenons :
lim 2 =0, lim>=0,ainsi lim[2->+2|=2 lim u, =+
o 1 >+ N n>+w n n n>+oo
A . - 3n+1
2) Calculer la limite de la suite (u,) définie par : u,= =5 s
n o+

lim 3n+1 =+
n>+w

. 2

lim n”+5 =+

nd+om

Par quotient, nous avons une forme indéterminée

W3+ L) 3+
_3n+1 _ n’ _ n
n = 2 - 5. 3 NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
n+S n(1+35) n(l+3)
n n

Par produit, nous obtenons :

[—n3+1]:—oo


https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/suitesgene/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/suitesag/cours.pdf

. 1, _ Utiliser le théoréeme de comparaison :
lim (3+—)=3 : .
o) n Par quotient, nous obtenons finalement :
- . Fr . _ 3, (_q\n

lim n=+c0 , lim (1 + iz) = 1, ainsi par produit lim n(1+ iz) =+ lim u, = 0" Calculer Ia limite de la suite (u,) définie par : u,=n"+(-1)".

nd+om nd+o0 n ny+o n nd+oo
- (=1)" n’apas de limite. On ne peut donc pas calculer la limite de (un) directement avec les opérations.
3) Calculer la limite de la suite (un) définie par : u,=n — Vn.

) Nous savons que —1<(=1)"<1,donc n’—1<n’+(=1)' <n’+1 . En particulier, ©’—1<n’+(=1)" .
lim 7 = +c0 Or lim 7’1 = +w , donc d’aprés le théoréme de comparaison, lim u, =+
e 7 Par somme, nous avons une forme indéterminée n+oo nd+oo
lim —vVn=—w
nd+on

1 - [ Utiliser le théoreme des gendarmes :
u,=n—Vn=n|l SR N P NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER : Y — Y7 _ _ 1
n Vn n Jnxyn n .
Calculer la limite de la suite (",.) définie par : u,= ———— .
lim n = +o Vn—cos (n)
>+ Par produit, nous obtenons :
lim 1 _ 0 . ainsi lim (1 _ L) - lim u, =+ cos(n) n’apas de limite. On ne peut donc pas calculer la limite de (un) directement avec les opérations.
e AT ’ 4o Vn 4o Nous savons que —1 < cos(n) <1, donc :
—1<cos(n) <1
4) Calculer la limite de la suite (u,) définie par : u,= 3" —5". 1>—cos(n)>—1
i+l > \/ﬁ—cos(n) > Vn—1
lim 3"=+e car 3>1, LI ! <1 car Vas120, Va—120 et Va—cos(n)>0

: n_ . n_ Par somme, nous avons une forme indéterminée Vn+l \/Z—cos(n) Vyn—1

lim 5" =40 car 5>1,donc lim —5" =—o

n3+0w n>+w ' 1 . 1

1 — =] R
. 3\ or M e - MmO
u,,=3"—5"=5"?—1 =5" g -1
Donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim u, =0 .
nd+o

lim 5" =+ car 5> 1,

o Par produit, nous obtenons finalement :

lim (%) =0 car —1< % <1, donc lim ((%) _ 1) =——1 lim u,= —oo Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :
na+0 na+ow nI+oo
5) Calculer la limite de la suite (un) définie par : u,= Vn+1— Vn+3.

lim Vvo+l =+

mre Par somme, nous avons une forme indéterminée

lim —Vn+3 = -0

Vr+1+ Vn+3 +1 — Vn+3|x[Vn+1 + Vn+3 +1)—(n+3
u, =Vn+l —Vn+3=(\/n+l—vn+3]><\\/n_ " ,): W Uil bl - " ]:w
(Va+1+n+3| (Va+1+ Vn+3] n+l +Vn+3
-2

U, = ————r——

" yn+l + Vn+3

lim =2 =— .

> Par quotient, nous obtenons finalement :

lim Va+1 +Vn+3 = +oo lim z = 0

n+w 4o n




Le cours — T° spé : Récurrence et convergence monotone
Prérequis : généralités suites, suites arithm et géométriques, limites de suites

N

Raisonnement par récurrence :
P(n) désigne une propriété concernant un entier naturel # et 7o désigne un entier naturel.

Si ’on démontre les deux étapes suivantes :

- étape 1 (initialisation) : P (n) estvraie pour Pentier n, ;

- étape 2 (hérédité) : pour tout entier k>n, ,« P (k) estvraie» implique « P(k+1) est vraie» ;
Alors (conclusion) on peut conclure que P(n) est vraie pour tout entier n>n, .

Dans un raisonnement par récurrence, pour démontrer 1’hérédité :

On considére un entier k, avec k =n, , et on suppose que la propriété est vraie au rang k ( P (k) vraie). C’est I’hypothése

de récurrence. On démontre alors que la propriété est vraie au rang k+1 ( P(k+1) vraie) en utilisant I’hypothése de
| récurrence.

Suite majorée, minorée, bornée :

- La suite (u,) est majorée s'il existe un réel M tel que pour tout entier n € N, u, < M . M est appelé majorant de (u,,).
- La suite (u,) est minorée s'il existe un réel m tel que pour tout entier n € N, u, = m . m est appelé minorant de (u,).
- La suite (u,) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Soit (u,) une suite croissante définie sur N. Si lim u, = L alors la suite (u,) est majorée par L.
na+ow

Soit (u,) une suite décroissante définie sur N. Si lim u, = L alors la suite (u,) est minorée par L.

>
\ nd+o0 )

Théoréme de convergence monotone :

- Siune suite croissante et majorée alors elle est convergente.
- Si une suite décroissante et minorée alors elle est convergente.

- Si une suite croissante est non majorée alors elle tend vers +oo .
- Si une suite décroissante est non minorée alors elle tend vers —oo .

" Unicité de Ia limite :

Si la suite (u,) définie par récurrence par u,,, = f (u,,) est convergente de limite Z, alors cette limite L est solution de
I’équation

L=f(L)

Les méthodes — T° spé : Récurrence et convergence monotone

Quelques démonstrations par récurrence :

1) On considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u,,, =03u, +7 et u,=2 .
Démontrer par récurrence que u, < 10 pour tout entier naturel .

Solution :

Soit P(n) lapropriété: u, <10 .

Initialisation :
u,=2<10 ,donc P(0) estvraie.
Hérédité :
Supposons que la propriété est vraie pour un nombre k>0 ,c’estadire u, <10 (hypothése de récurrence)

)

Démontrons alors que la propriété est vraie aurang k+1 ( u;,; <10 ):
En partant de I’hypothése de récurrence, nous avons

w, <10

03u;, <3

0,3u, +7 <10

U <10
La propriété est donc héréditaire.
Conclusion :

P(0) estvraieet P(n) esthéréditaire a partir durang 0, donc P (n) est vraie pour tout n>0 .

u, <10

2) On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v,,, =v,+2n+3 et vy=1.

r . 2 .
Démontrer par récurrence que v, = (n+1) pour tout entier naturel n.

Solution :
Soit P(n) lapropriété: v, =(n+1) .
Initialisation :
D’une part, vy=1 d’apres 1’énoncé.
D’autre part, pour n= 0, (n+1)2 = (0+1)2 =1.
Donc P(0) est vraie.
Hérédité :
Supposons que la propriété est vraie pour un nombre k>0 , c’estadire v, = (k+1) (hypothése de récurrence)
Démontrons alors que la propriété est vraie au rang k+1 ( v,,, = (k+1+1) = (k+2) = ' +4k+4 ):
D’apres 1’énoncé,
Via =V +2k+3 .
En utilisant I’hypothése de récurrence, nous obtenons :
Vg Sk+1V +2k+3 =kP+2k+1 +2k +3 = k™ +4k+4
La propriété est donc héréditaire.
Conclusion :
P(0) estvraieet P(n) esthéréditaire & partir du rang 0, donc P (n) est vraie pour tout n>0 .

v, = (n+1 )2

3) Montrer par récurrence que la suite (w,) définie sur IN par wy, =1 et w,,, =2w, — 3 , est décroissante.
Solution :

Soit P(n) lapropriété: w,, <w, (lasuite (w,) est décroissante).
Initialisation :
D’une part, w, =1 .
D’autre part, w, =2w,—3=2-3=—1.
Nous avons donc w, < w, , donc P(0) est vraie.
Hérédité :
Supposons que la propriété est vraie pour un nombre k=0 , c’estadire w,,, < w, (hypothése de récurrence)
Démontrons alors que la propriété est vraie au rang k+1 ( wy,, < wy,, ):
En partant de I’hypothése de récurrence, nous avons
Wia1 = Wy
2Wie1 < 2wy
2Wi—3 < 2w, -3
Wis2 = Wiy
La propriété est donc héréditaire.
Conclusion :
P(0) estvraieet P(n) esthéréditaire & partir du rang 0, donc P (n) est vraie pour tout n>0 .
W, <Ww, etainsi la suite (w,) est décroissante


https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/suitesgene/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/limitessuites/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/suitesag/cours.pdf

Convergence d’une suite définie par récurrence :

1 14
i Syt o et u =1

1) Démontrer par récurrence que (u,) est majorée par 7.
2) En déduire que le suite (u,) est croissante.

3) Conclure quant a la convergence de la suite (u,).

4) Calculer la limite L de la suite (u,).

On considére la suite (u,) définie sur IN par u

Solution :

1) Soit P(n) lapropriété : u, <7 ((u,) est majorée par 7).
Initialisation :
uy=1<7 ,donc P(0) estvraie.
Hérédité :
Supposons que la propriété est vraie pour un nombre k>0 ,c’estadire u, <7 (hypothése de récurrence)
Démontrons alors que la propriété est vraie aurang k+1 ( u,, <7 ):
En partant de I’hypothése de récurrence, nous avons
u, <7
17
3453
14

U + — <

3
14
3

—_
E

L+

<

w|N wl\l

3
L,
3"

U <7
La propriété est donc héréditaire.
Conclusion :
P(0) estvraicet P(n) esthéréditaire a partir du rang 0, donc P (n) est vraie pour tout n>0 .
u, <7

n

2) Pour étudier la variation de la suite (u,), nous devons étudier le signe de u,,, — u

n -

1 14 2 14
Uy = Uy = T U, ¥ — — U, == U, + —
3 3 3 3
Or, nous avons montré au 1) que u, <7 , donc:
u, <7
2 1
— = ——
34773
21 1414
37703 3 3
Uy —U, =0

Nous avons donc u,,,; = u, , la suite (u,) est croissante.

ATTENTION :
Ce n’est pas parce que la suite est

3) La suite (u,) est croissante et majorée, donc la suite (u,) est convergente. majorée par 7 que sa limite est 7 !

4) la suite (u,) étant convergente, on calcule la limite en résolvant 1’équation :

1 14
L==L+—
3 3
2 14
L=
3 3
14_3
L=—X==7 .Nousavons donc lim u,=7 .
32 oo

Récurrence et fonction :

On considére la fonction fdéfinie sur [0 ;+oo| par f(x)= et la suite (u,) définie sur IN par wu,,, = f(u,) et

X
1+2x
u,= 0,7 .

1) Etudier les variations de la fonction f.

2) Démontrer que 0<u,<u,, <1 .

n+l

3) Conclure quant a la convergence de la suite (u,).
Solution :

3(1+2x)-3xx2 3
(1+2x)7  ~ (1+2x)

D fi(x)=

>>0 , donc fest croissante sur [0, +oo| .

2) Soit P(n) lapropriété: 0<u,<u,, <1 .
Initialisation :
D’une part u,= 0,7 .

2,1
D’aut rt = = = .
autre part u, = £(0,7) Tri4 0,875
Nous avons donc 0 < u,< u,; < 1. P(0) estvraie

Hérédité :
Supposons que la propriété est vraie pour un nombre k>0 ,c’estadire 0< u, <u,, <1 (hypothése de récurrence)
Démontrons alors que la propriété est vraie aurang k+1 (0 <, <uy,, <1):
En partant de I’hypothése de récurrence, nous avons
0<u <up,<l1
f(0) < flu,) < f(u,,)< f(1) carfest croissante.
O0< sy Stpy, <1
La propriété est donc héréditaire.
Conclusion :
P(0) estvraieet P(n) esthéréditaire a partir du rang 0, donc P (n) est vraie pour tout n>0 .
O<u,<u,, <1l

3) Nous avons démontré dans la question 2) que la suite (u,) est croissante ( u, < u,,, ) et qu’elle est majorée par 1 (
u, <1 ). Donc la suite (u,) est convergente. On calcule sa limite en résolvant 1’équation L= f(L) :
3L
1+2L

L(1+2L)=3L

20°-2L=0

L(2L-2)=0
Donc L=0 ou L=1.
Comme la suite (u,) est croissante et que u, = 0,7 ,lasolutionest L=1. lim u,=1

nI+o

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :
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Le cours — 1°° Spé : Second degré

Prérequis : Fonctions de référence

Polynéme du second degré :

La fonction qui, 4 tout réel x associe a X + bx + ¢ ol a est un réel non nul, est une fonction polynéme du second degré.
Les réels a, b et ¢ sont les coefficients de ce polynome.

Soit f/ une fonction polynome du second degré. Les racines de ce polyndme, si elles existent, sont les solutions de
I’équation ax’+bx+c=0,

Forme factorisée :

Si f'est une fonction polyndme du second degré ayant deux racines distinctes x, et x,, alors f peut s’écrire sous forme

factorisée : f(x) =a(x—x,)(x—x,). Onaalors x, + x, = b X Xx, =L
a a

Forme canonique :
Pour tout polyndme f (x) = ax’ + bx + ¢, il existe deux réels « et £ tels que :
f(x)=ax’+bx+c=alx—al+.
a(x—a)z+/j est la forme canonique du polynome ax’+bx+c.Onac= 721 etfp=fla)
a

La représentation graphique de fest une parabole dont le sommet S a pour coordonnées S (@ B). La droite d’équation
X = o est un axe de symétrie de la parabole.

Résolution de I'équationa x’ + bx +c =0 :
Le réel b>—4ac, noté A, est appelé discriminant du polyndme ax’ + bx + c.

Si A>0, ’équation du second degré a deux solutions distinctes :
_ —b—VA _ —b+VA
"7 24 et = 2a
et la forme factorisée est ax’+ bx + ¢ = a(x— xl)(x —xz)
Si A=0, I’équation du second degré a une solution :
b

Xg= —7—
2a

.z 2 2

et la forme factorisée estax’ + bx + ¢ = a(x— xO)

Si A<0, I’équation du second degré n’a pas de solution réelle. Le polynéme ne peut pas étre factorisé.

Signe et variations du polynéme :

Signede A L A>0 A=0 | A<O
Signe de X |- % % oo x x X +00 x | -0 +00 |
f(x)= ax?+bx+c | fx) Sione [signede] signe signe signe X

(%) +bx + fx)| 2 0 b o |l o] “done g gne f(x signedea

a>0 a>0

Si a>0

X - o
B U ) s

A=0
a>0
/

/ M

a<o0 a<o0 a<o0

. x
Si a<0 fo)| — floy ———

Les méthodes — 1°° Spé : Second degré
Ecrire sous forme canonique un polynéme du second degré :
Déterminer la forme canonique du trinéme f (x)= —x*+2x—5.

Solutions :

Meéthode n°1 :

fest une fonction polyndme de degré 2, de coefficients a = —1, b =2 et ¢ = —5. Son écriture canonique est —(x—a) +8
avec:a=-2 =-2 =1 etp=fla)=rf(1)=-4
2a -2

Donc pour tout x réel, f(x) =—(x—1)* — 4.

Méthode n°2 :
On factorise fpara =—1: f(x) =—(x*— 2x + 5). Puis en remarquant que x’ — 2x = (x—1)* — 1, on obtient :
fx)==[(x=1P = 1+5]=—(x-17 4.

Déterminer les variations d’une fonction polynéme de degré 2 :
Etudier les variations des fonctions f et g définies sur R par: f(x) =3 — (x+2) et g(x) =2x" +4x -3

Solutions :

Pour f, on reconnait la forme canonique avec a = —1, & = —2 et # = 3. Le sommet de la parabole est donc S (—2; 3) et
étant donné le signe de a, fest strictement croissante sur |—co ; —2] et strictement décroissante sur [—2 ; +oo.

x —o0 -2 ~+o0

N

f(x)
b 4 .
Pourg,ona a = ey = 7 =—letB=gl(a)=g(—1)=—5. Le sommet de la parabole est donc S (— 1, —5) et étant
donné le signe de a, g est strictement décroissante sur |—oo, —1] et strictement croissante sur [—1,+oo|.
x |- -1 +o0
g(x) \ /
=5

Identifier la forme d’une fonction polynéme de degré 2 :

Sans calculatrice, associer chaque fonction polyndme ci-dessous a la
parabole qui la représente.
f(x)==1+3(x-3),
h(x)=x"—6x+7,

g(x)=-1-0.25(x - 37
i(x)=(x—=3)(7—-x)
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Solutions :

On peut écrire la fonction i : i (x) = —(x — 3)(x — 7). C’est une forme factorisée. Les racines de i sont donc 3 et 7. Sa

représentation graphique coupe donc I’axe des abscisses aux points (3, 0) et (7,0) : il s’agit de 7.

fest sous forme canonique. Elle admet un minimum (car a>0) pour x = 3 qui vaut -1. Sa courbe représentative est 7.
g est sous forme canonique. Elle admet un maximum (car a<0) pour x = 3 qui vaut -1. Sa courbe représentative est 7.

Par élimination, la courbe représentative de & est 7.

Résoudre une équation du second degré :

Résoudre les équations suivantes :
DX’ —3x+1=0 )X +x+1=0 3)03x —3x+7,5=0
Solutions :

1) On calcule le discriminant A. Ona a =1,b =—3etc=1.A =b"— dac = (-3)* — 4x1x1 =5
A > 0, donc I’équation _admet deux solutions réelles distinctes : _ -~
_ —b—vA _3-J5 _3-43 _ —b+vA _3+V5 _ 345

= = t = = =
YT 2x1 2 ¢ =Ty 2x1 2

2) On calcule le discriminant A.Ona a =1,b=1letc=1.A = b*—4dac=1"— 4x1x1=-3
A < 0, donc I’équation n’admet pas de solution réelle.

3) On calcule le discriminant A. Ona a =0,3,b =—3etc=7,5. A =b" — 4ac = (=3)* — 4x0,3X7,5 =0
A =0, donc I’équation admet une unique solution réelle :
b -3 3
- = =5.

24 2x03 06

Xo =

Factoriser un trinéme du second degré :

Déterminer les racines éventuelles et en déduire, si possible, une expression factorisée des trindmes suivants.
1) f(x)=3x"—2x+2 2) g(x)=—2x"+5x+3

Solutions :

DA =b>—4ac=(-2) - 4x3x2=-20
A < 0, donc f'ne peut pas étre factorisé.

2)A=b"—4dac=75 — 4x(-2)x3 =49
A > 0, donc g possede deux racines réelles :

_—b—VA _ -5-7
T 2a 2x(-2)

-3 et xl:fb+f5_ =547 _ 1

2a  2%(-2) 2

Xy

(x=3]=[-2x—1](x-3]

x—

-1
2

On peut donc factoriser g : g(x) =—2

3)A=h"—4ac=(-12) — 4x18%x2 =0
A =0, donc / posseéde une unique racine réelle :
b -12 1

24 2x18 3

Xo =

1 2
Xx——

On peut donc factoriser 4 : 4 (x) = 18 3

3)h(x)=18x"—12x+2

Détecter les racines d’un polynéme du second degré :

Soit le polyndme f (x)=5 x* — 4x — 1. Trouver une racine évidente de f(x) et en déduire la deuxiéme racine.

Solutions :

Pourx =1,o0na f(1)=5x% 1~ 4x1 — 1= 0, donc 1 est une racine évidente. Soit X, la deuxiéme racine.

IXx, = Ez—l,donc Xy, = —l.
a 5 5

Etudier le signe d’un trinéme du second degré :

Etudier le signe des fonctions f et g définies sur IR par: 1) f(x) =—3 X —5x+2et2) g(x) =2x" —4x+24
Solutions :

1) Pour f,A =b*>— dac = (—5)° — 4X(—3)x2 = 49.

A > 0, donc le trindme admet deux racines réelles distinctes :
_=b—VvA _ 5-7 _1 _ —b+VvA _  5+7

=—= =— et = = =-2.
T T Tax(—3) 3 ° T T T 2x(-3)
a < 0, on obtient donc le tableau de signe suivant :
x 0 2 1 +o0
3
f(x) - 0 + 0 -
2) Pour g, A =b° — dac = (—4) — 4X2X2,4 =—32.
A < 0, donc le trindme est du signe de a sur R.
On obtient donc le tableau de signe suivant :
X —00 +o0
g(x) +

Résoudre des inéquations :
Résoudre les inéquations suivantes :
)(2x+1)3-x)>0 2) —2x"+5x<4 3) (x—4) <(-5x+2)
Solutions :

(2x+1)3—x)>0 —2x*+5x < 4 (x—4f <

—2x’+5x-4 < 0 (x—4)f — (-5x+2) < 0
Le trindme est sous forme (xf4+5xf2)(xf475x+2) < 0
o . 1 — (57 - -

factorisée. Les racines sont -3 et |A=(5) —4x(=2)x(-4)=-7 (6x—6)(—4x—2) < 0

3.Commea <0 (a=-2): R.
Commea < 0,

sont 715 etl.Commea<0(a=—-24):

(=5x+2)

Le trindme est du signe de a sur | Le trindme est sous forme factorisée. Les racines

1
7 3 = S=R + | =0 _




Le cours — 1°° spé : Dérivation locale

P
Nombre dérivé :
Y~ )Va

Coefficient directeur d’une droite (4B) : m = b
2 = 2

Taux de variation entre aetbh: 7="=- . Il s’agit de la pente de la sécante a la courbe

f(b)-f(a)
b—a

entre les points d’abscisses a et b.

(ah)—f
Taux de variation entreaeta+h: 7= w. 11 s’agit de la pente de (AM)

‘ Nombre dérivé en a se note f '(a) :

fla+h) M+
/ + —
faRA a fr(a):“mw
B £ B
f « T h->0 h
O a a+h
11 correspond au coefficient directeur de la tangente a la courbe €/rau point d’abscisse a.
. J

Equation de tangente:

Equation de la tangente a la courbe € au point d’abscisse a :

y=f"la)(x=a)+ f(a)

Les méthodes — 1° spé : Dérivation locale
Calculer le taux de variation et la pente d’une sécante :

On considére la fonction £, définie sur R par: f(x)=2x" — x.
1) Calculer la pente de la sécante a la courbe de fentre le point d’abscisse 1 et le point d’abscisse 4.
2) Calculer le taux de variation de fentre 2 et 2 + A.

Solutions :

¢ 3 int d’absci e Pabeci o S (4= /(1)
1) La pente de la sécante a la courbe de fentre le point d’abscisse 1 et le point d’abscisse 4 est égale a -1 .
Or, f(4)=2x4—4=28et f(1)=2x1"~1=1.

. f4)=-r0 -
Ainsi, % = % = 9. La pente recherchée est donc égale a 9.

f(2+h)-f(2)
. )
Ona f(2)=2x2"=2=6et f(2+h) =2X(2+h)—(2+h) =2X(4+4 h+ I )—(2+h) = 8+8h+21* =2 —h =2 ' +7 h+6

2) Le taux de variation de fentre 2 et2 + hest: 7=

2R +Th+6—6 _ 20+Th _ h(2h+7)
h T h T h

=2h+7

Ainsi, 7=

Le taux de variation de f'entre 2 et 2 + /1 est donc 2 4+7.

Déterminer graphiquement un nombre dérivé :

On a tracé ci-contre la courbe représentative €, d’une fonction g ainsi que ses
tangentes aux points d’abscisses -2 et 1.

1) Déterminer graphiquement le nombre dérivé de g en -2.

2) Déterminer graphiquement g '(1).

3) Déterminer 1’équation de la tangente a €, au point d’abscisse 1.

Solution :

1) Le nombre dérivé de g en -2, g '(—2), est la pente de la tangente a €, au point d’abscisse -2. D’aprés le graphique, les
deux points de coordonnées (-2 ; 1) et (-1 ; 3) appartiennent a cette tangente (droite verte). On a donc :
g ,( _2) = _ 31 =2.

“i-(—2)
2) g'(1) est la pente de la tangente & €/, au point d’abscisse 1. D’aprés le graphique, les deux points de coordonnées (1 ;
1) et (4 ; 0) appartiennent a cette tangente (droite rouge). On a donc :

0—1 1
1) = =
g')=4-r="3

3) L’équation de la tangente a €, au point d’abscisse 1 est donnée par : y = g'(1)(x—1)+ g(1). Par lecture graphique,

g(1)=1, etnous savons déja que g '(1) = —%. Nous obtenons alors :

y=—l(x—1>+1 S y:—lx+L+1 < y=—lx+i
3 3 3 3 3

L’équation de la tangente & €, au point d’abscisse 1 est donc y = 7;—x + ;

Déterminer I’équation d’une tangente :

On considére la fonction f, définie sur R\{1} par: f(x) :x—+11.
i

1) Calculer £ '(0).
2) Déterminer 1’équation de la tangente a €'y au point d’abscisse 0.

Solution :

1) Le taux de variation de fentre 0 et 0 + /4 est :

h+1  0+1 h+1+ h+1+h—1 2h
_ S(0+h)=f(0) _ f(R)=f(0) _ h=1 0=1 _h=1 __ h=l h=1 _h=1_ 2h 1 _ 2
h h h h h h 170 " h-1

Onadonc f'(0)= 1imw .2

>0 w0 h—1

2) L’équation de la tangente 4 €' au point d’abscisse 0 est donnée par : y = £'(0)(x—0) + £(0).
Nous avons f(0)=—1et f'(0)==2,douy =—2(x—0) —1=—-2x—1

L’équation de la tangente a €y au point d’abscisse 0 est donc y =—2x — 1.
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Le cours — 1°° spé : fonctions dérivées

Equation de tangente :

Equation de la tangente a la courbe € au point d’abscisse a :

y:

f'(a)(x—a)+ f(a)

f'(a) correspond au coefficient directeur de la tangente.

Dérivation des fonctions usuelles :

Fonction f(x) Ensemble de définition Fonction dérivée f '(x) Ensemble de dérivabilité
f(x)=k R f'(x)=0 R
f(x):x R f’(x):l R

f(x)=mx+ p R () =m R
flx)=x R f(x)=2x R
flx) = R £ () = e R

1 , 1
f(x)== R\(0} 7@ === R\(0}
X X
1 , _ n
f) =2 R\(0) Fix) === R\(0)
X X
1
f(x)=vx 0;+00] S =05 0; 4
Opérations sur les fonctions dérivées :
Type d’opération Fonction a dériver Fonction dérivée
Dérivée d’une somme u+v u'+v'
Dérivée d’un produit par une constante ku ku'
Dérivée d’un produit u Xy u'Xv+uxvy'
. "
Dérivée d’un inverse = -2
v v
&8a q u u'Xv—uXvy'
Dérivée d’un quotient = 3
v v

Composée exponentielle e u'xe"

. glu) u'x g'(u)
eI g(ax+b) a X g'(ax+b)

Fonction valeur absolue :

e flx)={7%

X

S(x) =K

La fonction valeur absolue n’est

,8i x<0
,si x>0

pas dérivable en 0.

Les méthodes — 1°° spé : Fonctions dérivées
Etudier la dérivabilité d’une fonction :

Soit @ un nombre réel quelconque.
A I’aide du taux de variation, montrer que la fonction f (x) =x est dérivable en a puis retrouver ’expression de la
dérivée de la fonction carré.

Solutions :
Pour étudier la dérivabilité de f'en a, il faut tout d’abord s’intéresser aux taux de variation de fen a :
_ flath)=f(a) _(a+h)—d _ d+2ah+h’—d® _ 2ah+ i

o h T h B h h
Lorsque 4 devient trés proche de zéro, cette quantité se rapproche de 2a qui est un nombre fini. La fonction est donc

dérivable enaetona f '(a) = 2a.

=2a+h

Déterminer la fonction dérivée :

Déterminer la fonction dérivée des fonctions suivantes, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

D f(x)=3x+5  2) f(x)=Vx 3) f(x)=x" 4 f(x)=12 5) f(x)=—3+2x
Solutions :
D=3 Wy A 9 (=0 5) f(x)=2

Déterminer la dérivabilité et la fonction dérivée :

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le ou les intervalle(s) sur le(s)quel(s) elle est dérivable et déterminer sa

fonction dérivée.
1 f(x)=7x"—5x =3¢

T 2x7+5

=W

2) g(x)= 3) h(x) 4) m(x)=Vx(6x°-2)

Solutions :

1) fest une fonction polynéme donc dérivable sur R. f '=u +v'. u(x)=7x", donc u’(x)=1I4x et v(x)=—5 x, donc
v'(x)=—235. On en déduit 1 '(x)=14x—5.

2) g est de la forme ku avec k=3 et u(x):i. Donc g est dérivable sur |—co;0[U]0 ;+o0].
x

1
2
X

_ 3
=—=.
X

g'(x)=ku'(x)=3%

3) h est un quotient de deux fonctions u(x)=3 x+ I dérivable sur IR et v(x)=2 x*+5 dérivable sur R, et, pour tout réel x,

v(x)=5>0, donc v ne s’annule pas. La fonction / est donc dérivable sur R et /' :uv;zuv. On obtient donc :
v
= 3IX(2xX745)—(3x+1)x4x _ 6 +15—(12x°+4x) _ 6x°+15—12x"—4x _ —6x"—4x+15
(2x7+5) (2x°+5) (2x%+5) (2x%+5)

4) I est le produit de deux fonctions u/(x) =V dérivable sur [0, +o0] et v(x)= 6x’ =2 dérivable sur R. On en déduit que
m est dérivable sur |0 ; +o0], et m '=u'v+uv'. On obtient donc :

- 3 2 N
m' = 1 ><(6x372)+\/x><18x2:3x 1+x><18x :ZIX 1

C2Vx Vx Vx Vx




Le cours — 1 spé : Application dérivation

Prérequis : Dérivation locale, fonctions dérivées Solutions :
Variations : Exemple de tableau de variations : 1) La dérivée de la fonction fa pour expression : f '(x) = %XS‘ X - %X 2x—2=2x>—3x— 2.f est une fonction
fest croissante sur [ si et seulement si, £ '(x) > 0 sur 1. x |- 3 +20 polyndme de degré 2. On étudie son signe :
§ A '(x) + 0 =
fest décroissante sur I si et seulement si, f'(x) < 0 sur L. 2l - A =b*—4ac=(-3)" — 4x2x(-2) = 25.
10 A > 0, donc le trind dmet d i éelles distinctes :
fx) , donc le trindme admet deux racines réelles distinctes :
fest constante sur [ si et seulement si, £ '(x) = 0 sur l. / \ = —b—vA _3-5_ 1 ot = —b+VA _ 3+5 —>
! 2a 2x2 7 2 : 2a 2X2
a > 0, donc f” est négative entre les racines, donc sur | ——; 2|, et positive a I’extérieur des racines, donc sur
Extremums : 2
1
fadmet un maximum sur J, atteint en c signifie /' (x) < f(c) sur I f(c) est le maximum de f'sur /. % ) U[2, +°°['
fadmet un minimum sur /, atteint en ¢ signifie f(x) > f(c) sur I. f(c) est le minimum de f'sur I. 2) On obtient le tableau de variation suivant :
’ o fadmet un extremum en une borne de f'(a)= 0 mais fn"admet Vi
T I'intervalle. f peut ne jamais s’annuler. pas d’extremum. X -3 - E 2 3
y ;
X "(x + - +
fla) ' La dérivée f ( ) ° °
: X est négative ﬂ — i
La dérivée f / 24 \ / 2
est positive 49 11
2 3
Si f ' s’annule en changeant de signe en a, alors fadmet un extremum local en a. : y
I‘Ja tangente a la.courbe représentative de f'au point d’abscisse a est alors paralléle 3) D’apres le tableau de variation, le minimum de f'est — il atteint pour x = — 3 et le maximum de fest 37 atteint pour
a I’axe des abscisses. 9 K 2 24
%, = l
3 2’
minimum = fld)
Signe d’une fonction a partir de son tableau de variation : Utiliser la courbe représentative de f’
Exemples : On donne ci-contre la courbe représentative de la fonction dérivée d’une fonction f'dérivable sur R.
Déterminer les valeurs pour lesquelles la fonction f'admet des extremums.
2 & L @ Solutions :
égatif
f0) it fi) T
! — Grace au graphique, nous pouvons déterminer le signe de f~ et donc les variations de f. On obtient le tableau de variation
Signede f(x) - 0 + Signe de f(x) - suivant :
X —o0 -3 1 +o0
1) - 0 - 0 +

Les méthodes — 1°° spé : Application dérivation
Etudier les variations d’une fonction ba \ /

On donne la fonction f définie sur [—3 ;3] par f(x) = §x3 - %xz —2x+ 1.

1) Déterminer I’expression de la dérivée de f'et étudier son signe.

fadmet donc un minimum en 1. Les données ne nous permettent pas de déterminer la valeur de ce minimum.

2) En déduire le sens de variation de f'et dresser son tableau de variation.
3) En déduire les extremums de la fonction et préciser en quelles valeurs ils sont atteints.
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Etudier la position relative de deux courbes

On considére les fonctions f et g définies sur IR par f(x) =—9x +27x"+ 4 et g(x) =27x =5 et leurs courbes
représentatives €, et €, dans un repére. Montrer que le point (1;22) est commun aux deux courbes et déterminer la
position relative de ces deux courbes.

Solutions :

f(1)==9+27+4 =22et g(1)=27 — 5= 22 donc le point (1, 22) est bien commun aux deux courbes.

Pour étudier la position relative des courbes ¢, et €, il faut étudier le signe de f(x) — g(x) :

f(x)—g(x)==9x* +27x*+4 - 27x+5=-9x"+27x" —=27x +9=-9(x’ = 3x" +3x — 1) =—9(x—1)’

(x—1) est du signe de x—1, donc les signe de —9(x—1 ) est du signe opposé a x—1 :

X —0 1 ~+o0

-9 (x—1) + 0 -

On en déduit que €, est au dessus de &, sur|—oo, 1] et que €, est en dessous de €, sur|[1 , +oo|.

Exploiter les variations pour déterminer un signe
Soit la fonction définie sur R par f(x) = x*+ 5x — 18.
1) Démontrer que la fonction f'est croissante sur IR.

2) Calculer f(2) et en déduire le signe de f(x).

3) Montrer que, pour tout x = 2, on a x> —5x+18.

Solutions :

1 f'(x)=3 X’ +5. Puisque f '(x) est la somme de deux termes positifs, alors f '(x) est positif. Donc fest croissante sur
R.

2) f(2) =2+ 5X2 — 18 = 0. Puisque f est strictement croissante sur IR, on en déduit que, pour x < 2, f(x) <0 et que,
pour x = 2, f(x) > 0.

3) D’aprés la question précédente, pour x > 2 ona x* + 5x — 18 > 0 soit x* > —5x + 18.

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



Le cours — 1°° spé : Fonction exponentielle

Définition :

Onaainsi exp(1) = e . La valeur approchée de e est ¢ ~ 2,71828

On appelle fonction exponentielle I'unique fonction dérivable sur Rtelle que f'= f et f(0)=1 .

On note cette fonction f(x) = exp(x) . On la note aussi exp(x) =e* .

Fonction exponentielle :

La fonction exponentielle est strictement positive sur R.
X
e >0

(e¥)'=e"

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R et sa dérivée est (par définition)

lime' =0 lime" =+

X>—o0 X+

(programme de terminale)

A

X —00 +o0
(e") +
+00
&
0
=1 e

(Résolution d’équations, inéquations :

b
e'=e’ea=b
e'<eloa<h

exemples

x+

37
e T=e" o x+3=2 ..

51 o 5’ o 2x+1>0 ..

Dérivée d’'une composée :

(eu(x)) '—u '(x)eu(x)

Relation fonctionnelle et propriétés algébriques :

X
=
e
1
e = —
X
e
x\n _  nx
(e)"=e

e =e*xe’

Les méthodes — 1°° spé : Fonction exponentielle

Résolutions d’équations, inéquations :

Résoudre >’ = ¢ Résoudre 2e"+5=7
&M= 2e'+5=7
o 2x+3=x o 2e'=2
o x=-3 o e =1
) P e.r :e[)
La solution est donc : _
_ ] = x=0
§= (-3
La solution est donc :
S = (0}
x+3 2—x
X
Résoudre < ﬁzi >ef
ex+3 X ez—x P
—x’+3 ¢
(x+3)+(2-x)
o ~ =e
—x+3
e
6‘5 6
< —x'+3 ¢
e
o 657[7)54-3] eé
- ex%z > 86
o X426
o =420
e (x—2)(x+2)=0
X —0 -2 2 +o0
x+2 - 0 + +
x—2 - i =0 +
(x=2)(x+2) + 0 - 0 +
Avec le tableau de signe, on trouve finalement § = |—o0;—2]U[2 ;+0]

Simplifications :

2-2x x\5
X X
Simplifier le nombre A= #
e

4= 2 A= 2
e e
1 2-2; s -
e X x (e 3 e
A= — A= -
e’ e*
2-2x+1 x\5 —2x+3+5x
X le
4= xfz( ) 4= x—2
e e

Résoudre ¢'—1=0

e =1 L’astuce de
o ¢'>¢"  remplacer 1 par ¢
- >0 est souvent utilisée

La solution est donc :

S= :O ,'+oo[

Second degré a bien
réviser !

3x+3

A= e(z x+3)—(x-2)

A= 62x+5



Etudes de fonctions :

1) Etudier de la fonction f(x)=x — ¢ définiesur R .

f'(x)=1—¢" . Pour étudier le signe de /”, on résout inéquation 1—e* >0 :

1—e">0
e'<1
ef<e
x <0

Donc f'(x)=0 sur |—c0,0] . Deméme, f'(x)<0 sur [0,+o0| .

On obtient donc le tableau de variations :

X —0 0 +o0
f(x) + 0
-1

—2x+3

2) Etudier de la fonction f(x)=e¢ définie sur R .

festdelaforme f(x)=e" .
Onadonc f'(x)=—2¢ ",
Or, ¢>>0 ,donc —2¢ <0 sur R.

/'(x)< 0, donc la fonction fest strictement décroissante sur IR .

Il'y a souvent des signes
"évidents" !

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :




Le cours — T° spé : Compléments fonctions et TVI
Prérequis : fonctions dérivées, application dérivation, fonction exponentielle

( Nombre dérivé, tangente et continuité :

(a+h)— . X)—J\a
f'(a) = limM ou f'(a)= 11mM fla+h)
h>0 h x=a X—a
fla)
f'(a) est le nombre dérivé en a. Il correspond au coefficient directeur de la tangente a
la courbe €’r au point d’abscisse a. “am
, ) j
Equation de la tangente a la courbe €, au point d’abscisse a : y = f '(a)(x—a)+ f(a) 5

Continuité : fest continue en a si: lim f(x)=lim f(x) = f(a).
x>a xa

Soit f'et g deux fonctions continues sur un intervalle / et A€IR, alors la somme f +g, le produit AX f, le produit /' X g ,

) . ) . . s . 1
/" (ou n est un entier naturel non nul) et f © g sont continus sur /. Si de plus g ne s’annule pas sur / alors les fonctions —
g

f

et < sont continues sur /.
g

Une fonction dérivable sur un intervalle / est continue sur cet intervalle.
N

// . . N .
Dérivées des fonctions composées :

(g f)x) =g(f(x)) (fog)lx) = flglx))

Attention aux ensembles
de définition !

Exemple : si /(x) =2x+6 et g(x) = Vx, alors : -
(go f)(x) = g(f(x))=g(2x+6)=V2x+6 et (fog)(x) = f(g(x))=f (Vx)=2Vx+6

Fonction Dérivée Exemple

S () =nxu’ (x) x(ulx))™

(g°f) fx(g'o f)

Théoréme des valeurs intermédiaires et son corollaire :

Théoréme des valeurs intermédiaires :
On considére la fonction f'définie et continue sur un intervalle [a ; b].
Pour tout réel k compris entre f (a) et (), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel

que f(c)=k.

Dans ces conditions, I'équation f (x) = k admet au moins une solution dans l'intervalle [« ; b].

Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires :

On considére la fonction f définie, continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; ],
alors, pour tout nombre k compris entre f (a) et f(b), I’équation f (x) = k posséde une unique
solution dans ’intervalle [a ; b].

Les méthodes — T° spé : Compléments fonctions et TVI

Etude d’une fonction composée :

On considére la fonction f définie par f (x) :\ 5 2x s
X+

1) Déterminer I'ensemble de définition de f.
2) Etudier les variations de f.

Solutions :

1) f'est définie si 3zi I > (. Il nous faut donc étudier son signe :
X
X —0 — l 0 +o00
3
2x - i -0 +
3x+1 - 0 + i+
2x
— +
3x+1 * 0
On en déduit que f'est définie sur I’intervalle D, = |—o0; 7;— U[ 0;+oo[.
2x 2(3x+1)—3x2x 2
2) festde la forme f(x)=vu(x) avec u(x)= .Onau'(x)= = .
% F(x)=ul) avee ) =537 Omaw(x) = = A
_2
. u'(x)  (3x+1)° 1
On en déduit: f '(x)= = = >0sur D,.
: 2ulx) ", [2x (34 1)7) 2% !
V3x+1 V3x+1
La fonction f'est donc croissante sur son ensemble de définition.
Utilisation du théoreme des valeurs intermédiaires :
1) On considére la fonction g, définie sur R par : g(x) =x’-3x-3.
a) Etudier le sens de variation de g. On donne les résultats suivants : lim g(x)= —o , lim g(x)=+o
x> —w X>+o0

tableau de variation.

b) Calculer g(3).

¢) Démontrer que 1’équation g(x)=0 admet une unique solution dans IR, que I’on notera c.
d) A I’aide de la calculatrice, donner la valeur approchée de « a 10~

¢) A Iaide des résultats précédents, établir le tableau de signe de g(x).

3
2) fest la fonction définie, pour tout réel x différent de -1 et 1 par f(x)= 2)26 +3 .
x =1
. 2

a) Démontrer que, pour tout réel x différent de -1 etde 1: f '(x)= ( ng(lx)z)

=
b) Etudier le sens de variation de /puis dresser son tableau de variation.

3(2a+3)

¢) Démontrer que f () =—= |
-

Solution :

a)g'(x)=3 x’=3=3 (x+1)(x—1). On obtient le tableau de variation suivant :

. Dresser son
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x —o0 -1 1 +oo

g'(x) + 0 - 0 +

AN

b) g(3)=14
¢) Sur |0 1], le maximum de g est -1. Donc 1’équation g(x)=0 n’a pas de solution sur cet intervalle.

Sur [1 ;+oo[, la fonction g est continue et strictement croissante.

g(1)=-5 } v
0€[-5;+0

lim g(x)=+w
X+m

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaire, ’équation g(x)=0 admet une unique solution dans
[1;+00], et donc dans R.

d) A T’aide de la calculatrice, on obtient & ~ 2,10. (On peut utiliser la fonction G-Solv — X-CAL sur Casio)

¢) Compte tenu des variations de g et des questions précédentes, on obtient le tableau de signes suivant :

X | —0 a +o0

g - 0 +

:6x2(x2—1)—2x(2x3+3)_ 2x(3x(x2—1)—(2x3+3)): 2xg(x)

2)a) f' = .
)a) f(x) (xz_l)z (xz_l)z (x2—1>2
b) Le signe de f~ dépend du signe de x et de g(x) (trouvé au 1) ) ). On a donc le tableau de variation suivant :
X —0 -1 0 1 a +o0
1) + + 0 - — 0 +
400 -3 400 +o00
f(x) e N W e
—0 —0 —0 fla)

¢) Nous savons que g(a)=0. Donc &' —3a—3=0etainsi @ =3 a+3.

20°+3 _6a+9_3(2a+3
flay=2e 2o sew0 3 ay

a—1 - a—1 a a—1

Solution :

1)

2)
a) La fonction x » —x”—2 x est une fonction polyndme, donc elle est continue sur R et donc sur |—o0; —1].
b) La fonction x % —x est une fonction affine, donc elle est continue sur IR et donc sur |—1,+oo].
¢)Nous avons f(—1)= —(—1)>~2x(~1)=1 . Ensuite,
d’une part lim f(x) = lim —x*~2x =—(— 1} -2x(-1) =1,
x>—1

X1

x<—1 x<—1
dautre part lim f(x) =lim—x=—(-1)=1.
x>-1 x>—1
x>=1 x>=1

Ainsi, lim f(x) =lim f(x) = f(—1)= 1, donc fest continue en -1.
x-1 x2>-1
x<—1 x>=1

Etudier la continuité :
—x’=2x si x<—1
On considére la fonction f, définie sur R par: f(x) =

—Xx si x>—1
1) Tracer la courbe représentative de f dans un repere.
2) Etudier la continuité de f :
a) sur |—oo; —1] b) sur |—1,+oo] c)en-1

Tangente et position relative :

On considére la fonction f, définie sur [0, 6] par: f(x) =x"—12x*+36x.

1) Déterminer 1’équation de la tangente T a la courbe représentative de la fonction f'au point d’abscisse 4.
2) Démontrer que f (x) — (—12x+64) = (x—4) .

3) En déduire la position relative de la courbe représentative de la fonction fpar rapport a la tangente 7.

Solution :

1) Pour déterminer 1’équation de la tangente, nous avons besoin de f*: f '(x)=3 x°—24 x+36.
f(4)=4—12x4"+36x4=16

[(4)=3x4"-24x4+36=—12

On a donc :

T:y=f"(4)(x—4)+f(4)=—12(x—4)+16=—12 x + 64.

2) f(x)—(—12x+64) = X’ 12x°+36 x +12x —64 = x’ —12 x> +48 x —64 .
Or, (x—4) =(x—4Vx(x—4)=(x’-8x+16)(x—4) = x’—12x°+48 x—64 .
Nous avons donc bien f(x) — (= 12x+64) =(x—4)’

3) Pour étudier la position relative de €, et 7, il nous faut étudier le signe de f(x)— (—12x+64)

f(x)—(—12x+64) =(x—4) . Lesignede (x—4)’ estle méme que celui de x—4 : v

x |0 4 6

x—4 -0 +

Donc, sur [0, 4], € est située en dessous de T et sur [4, 6], € est située au dessus de T.




Le cours — T° spé : Limites de fonctions
Prérequis : fonction exponentielle, limites de suites, compléments fonctions

N

" Les définitions :

> Les définitions des limites de fonctions en +oo sont équivalentes a celles des suites (voir limites de suites). On peut
énoncer des définitions équivalentes en —o0

> On dit que la fonction fadmet pour limite +0 (ou —o0) en 4 si tout intervalle]a, + | (ou |-, b[), a et b réels, contient

toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment proche de 4 et on note : lim f (x) = +o0 (ou lim f'(x) = —o0).
x4 x4

> La droite d'équation y = L est asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction f'en +o0 (ou —0) si
lim f(x)=L (ou lim f(x)=1L)
X3+ x>—o
> La droite d'équation x = 4 est asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f* si
lim f(x)= —o oulim f(x)=+o
x4 x4

Limites des fonctions usuelles :

. 2 . 2 . 3 . 3 . = . 1 . 1
lim x” = +oc  lim x~ =+ lim x” = +co, lim x” =—o0 lim Vx =+ lim —=0, lim — =0
X+ x¥—c0 X+ xX¥— x>+ x>+ X xd—0 X
\

P
Opérations sur les limites, formes indéterminées et composition :

Les tableaux des opérations sur les limites sont les mémes que pour les suites (voir limites de suites). Voici quelques
résultats d’opérations (attention a 1’abus d’écriture a ne pas écrire sur une copie!) :

"(=00) X (—o0)" > +o0 "9_00"_)0* "%"-}0* ""(');:O"—)—oo ..O%.._)_'_OO
Les 4 formes indéterminées a connaitre par cceur :
n(+oo)_(+oo)u "0 X 00" u%u u%u
Composition de fonctions :
a, b et ¢ désignent des nombres réels ou +c0 ou —co . fet g sont des fonctions.
Si lim f(x)=b et lim g(X)=c ,alors lim g(f(x))=c
x>a X-b x>a

Théorémes de comparaison et des gendarmes :

Théoremes de comparaison et des gendarmes pour les fonctions identiques a ceux des suites (voir limites de suites). On a
les théorémes analogues en —oo .
\

~ - Ve - 3
Croissances comparées pour la fonction exponentielle :

x x
. . . e e
lim e* =0 lim e* =+ lim — =+ lim — =+, n 21
xXF—o0 X+ x>+ X x3+0 X
lim xe* =0 lim x"e*=0n>1
X3—o0 x3—o
. e —1
lim = 1l
0 X
\ )

Les méthodes — T° spé : Limites de fonctions
Etude asymptotique d’une fonction :

Soit la fonction f définie sur |—oo ; 3(U|3 ; +oo par f(x)= > +; . Calculer les limites de f aux bornes de son
—

ensemble de définition. En déduire les éventuelles asymptotes.
Limite en +co :

lim x+1 =+
XD+
lim x—3=+x

XD+

Par quotient, nous avons une forme indéterminée

1 1
o 7 1+=) 1+—
flx)=2"= = NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
x—3 3 3
(-3 1-2
X X
lim (1 + l) =1 Par quotient, nous obtenons finalement :
XF+0 X
li =1
fim (1 - 2)=1 lim £ (x)
X400 X

La droite d'équation y = 1 est donc asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction fen +oo.

Limite en —oo :

lim x+1 = -
m Par quotient, nous avons une forme indéterminée
lim x—3 = —o
xXF—w0
x(1+ l) 1+ L
_x+1 _ x _ X
f¥)="=%= T3 NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
-3 1-3
X X
lim (1 + l) =1 Par quotient, nous obtenons finalement :
x>—m X
li =1
fim (1 - 3)=1 Jim f ()

3o X
La droite d'équation y = 1 est donc asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction fen —co.

Limite en 3 a gauche :

lim x+1 = 4 _
3 Par quotient, nous obtenons : Ici, il ne faut pas oublier le signe du 0.
limx—3=0" lim f(x)= —o0 C’est lui qui détermine le signe de la limite !
X X3
x:; x<3
Limite en 3 a droite:
lim x+1 =4
23 Par quotient, nous obtenons :
lim x—3 = 0" lim f(x)=+o0
x>3 x>3
x>3 x>3

La droite d'équation x = 3 est donc asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction f* (a gauche et a droite).
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Limites de fonctions composées :
2) Soit la fonction f définie par f(x)= xe** . Calculer la limites de fen —oo.

1) Soit la fonction f définie sur R par f(x)= ¢ . Caleuler la limites de fen —oo.,
lim x = —o0
lim 2x*+3 =+c0 , lim ¢" =+ donc lim f(x)=+ow *ﬁr’: TR Par produit, nous avons une forme indéterminée
x> - Xo+w [N e =
. . . |1 -
2) Soit la fonction f définie sur R par f(x)= Vﬁ . Calculer la limites de fen —co. f(x)=xe* = i—x 4xe* . Enposant X = 4x ,nousavons f(x)= %xxe’( et lim X =—w .
lim x*+1 =+, donc lim —=0. lim VX =0 ,donc lim f(x)=0 Or, d’aprés le cours, nous savons que lim Xe* =0,

x> —o x4+ 1 X0 x3—o0 X-»

Nous pouvons en déduire que lim f(x)=0 .
Xd>—w

Utiliser les théorémes de comparaison et des gendarmes :

1

1) Soit la fonction f définie sur R par f (x) = €*cos(x) . Calculer la limites de fen —oo, 1
3) Soit la fonction fdéfinie par f(x)= 2x|e* — 1) . Calculer la limites de fen +c.

cos(x) n’a pas de limite en —oo . On ne peut donc pas calculer la limite de f directement avec les opérations.
lim 2x =+

xd+0

Nous savons que —1 < cos(x) <1 ,donc —e* <e*cos(x)<e". 1 1 1 Par produit, nous avons une forme indéterminée
lim—=0,donc lime*=1 et lime*—1=0
Or lim —e* = lim e* =0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim f(x)=0 . e X e i
X —w XI—0 X>—o
1
ke
1) Soit la fonction f définie sur R par f(x)= x’ — sin(x) . Calculer la limites de fen +. F(x)=2xle" - 1) =y %€ ! .Enposant X = 1 ,nous avons f(x)=2x< et lim X =0 .
X X+
sin(x) n’apas de limite en +co . On ne peut donc pas calculer la limite de £ directement avec les opérations. X
v
Nous savons que —1 <sin(x) <1 ,donc x°—1< x’—sin(x) < x’>+1 . En particulier, x°—1 < x’—sin (x) Or, d’aprés le cours, nous savons que lim ¢ ); 1_ 1.
X0
Or lim ¥*—1=+w , donc d’aprés le théoréme de comparaison, lim f(x)=+co . . .
4o p P tm 1) Nous pouvons en déduire que lim f(x)=2 .
X?+0

Lever une indétermination en utilisant les croissances comparées :

JEA Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :

1) Soit la fonction f définie par f(x)= ——— . Calculer la limites de fen +o.
e —x
lim ' =+
o Par somme, nous avons une forme indéterminée au dénominateur
lim —x" =—o
X+
. e(1 +£X) 1+ ix
. e +x e e
flx)=—== — = > NE PAS OUBLIER DE SIMPLIFIER !!
e —x x X
f1-=) 1-=
e e
. . e .Xx .1
D’apreés le cours, nous savons que lim — =+c donc que lim — = lim —=10.
x3+m X x>+ @ xd+o @
x
e" x° 1
De méme, lim — =+ donc lim = = lim — =0 . Ainsi:
X+ X X+ @ x40 @
2
X
lim (1 + it) =1 Par quotient, nous obtenons finalement :
X+ e’
¥ lim f(x)=1
lim (1-=)=1 w40

x40 e



Le cours — T° spé : Logarithme népérien
Prérequis : fonction exponentielle, compléments fonctions, limites de fonctions

( Premiéres propriétés :

Pour tout réel a strictement positif,
Pour tout réel a ,
Pour tout réel x strictement positif,
Pour tout réel x ,

In1=0 Ine=1

N

e'=a © x=lna
In(x)=a & x=e¢’

e"=x

In(e)=x

1nl= =1l
e

¢'=5 < x=In5

In(x)=-3 & x=¢°

Inx
xX=e

In8
8=¢"

( Fonction logarithme :

La fonction logarithme népérien est continue et dérivable sur ]0,+oo[ .

1
(Inx) =—.
x
x 0 1 e +oo
flx :i +
: e
f() =Inx - ==
Résolution d’équations, inéquations :
Ina=lnb & a=b
Ina=lnb < a=b
Tableau de signe :
X 0 1 +00
Signe _ 0 .
de Ln (x)

Dérivée d’une composée :

Soit « une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 1.

In(x+3)=In(2) & x+3=2
In(2x+1)>In(2) & 2x+1>2

’
(Inu(x)) = LX) (x)
\ u(x)
[ Relation fonctionnelle et propriétés algébriques :
In(ab)=Ina +Inb In(x) +1In(x+1)=In(x(x+1))
In % =lna—Inb In(x+3) —ln(2):ln(x;3)
S = e In(=)=-In(2)
a
In(a”")=plna In(0,6")=n1n(0,6)
a1
In(Va)==Ina ln(x’3):51n(3)
( Limites et croissances comparées :
lim Inx = +o0 limInx = —o0
X+ x20"
fim 8% = ¢ fim 8% = ¢
xd+0 X x40 X

lim xInx =0
x20"

lim x"Inx = 0
x30"

o In(1+x) e

x20 X

A

Les méthodes — T° spé : Logarithme népérien

Résolutions d’équations, inéquations :

Résoudre In(2x+3)=In(x)

In(2x+3) existe si 2x+3>0<:>x>_73

In(x) existesi x>0
Le domaine de validité est D=0 +oo| .
Sur ce domaine :

In(2x+3) =1In(x)

o 2x+3=x

o x=-3

-3¢ D , donc I’équation n’a pas de
solution.

Résoudre In(x+3)+ In(2—x)> In(6)

Résoudre 2In(x)+1=7

Le domaine de validité est D=]0 ;+oo| .
Sur ce domaine :

2In(x)+1=7

< 21In(x)=6

e In(x)=3

= x=¢’

eeD , donc la solution est :

S =

In(x+3) existesi x+3>0=x>—3 . In(2—x) existesi 2—x>0 ©x<2 .

Le domaine de validité est D=]-3:2 .

Sur ce domaine :
In(x+3) +In(2—x) > In(6)
e In[(x+3)(2—x) = In(6)

= (x+3)(2-x) =6

& —xX’—x+626

& —x'-x20

o x(x+1) <0
X -3 -1 0 2
X - -0 +
x+1 - 0 + : +

x(x+1) + 0 - 0 +
Avec le tableau de signe, on trouve finalement § = [—1,0]

Résoudre 0,9"< 0,1 , nelN

0,9"<0,1 x> = 64

= In(0,9") <1In(0,1) < In(x*") = In(64)

e nXIn(0,9) < In(0,1) e 2,7XIn(x)=1n(64)

In(0,1 In(64

n= lnEO,9; car In(0,9)<0 < In(x)= 2(,7 )
n(0.1 In(64)

T n(0, )~21,85 .Comme n€N , la solution est o x=e ¥
In(0,9)

finalement n > 22 .

La solution est donc § =

Résoudre " *>5
e >5
o x—3>In(5)
o x>In(5)+3

La solution est donc :

S = |In(5)+3;+|

Résoudre x*” =64, neN

le


https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/expo/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/limfonctions/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/compfonctions/cours.pdf

Simplifications :

Simplifier le nombre A4 =1In(e’) - In lz +21n 1
e Ve
1 1
A=In(¢’) = In|=| + 2In|—
(€)= || 2

A=3+ln[eZ]721n(\/Z)
A=3+2—2><%1n(e)
A=3+2-1=4

Etudes de fonctions :
1) Faire I’étude compléte de la fonction f(x)= X' - In(x) définie sur 10+ .
Limite en 0 :

lim x* = 0"

x20"

lim —In(x) = +o0 lim f(x) =+
x20° x0"

Par somme, nous obtenons :

Limite en +oo :

Par somme, nous avons une forme indéterminée. En factorisant par x* nous obtenons :

In (x
Flo=f1- )
X
Or, lim ln—zx:O d’aprés le cours. Ainsi lim( _ln_zx =1. De plus, lim x’=+c00 . Donc, par produit
X+ X X3+ X x>+

lim f(x)=+o0 .

Xd+0

Variations :
, 1 _2x—1 , . 2 . . . . n
f'(x)=2x- T Sur [0 ;+00| , /" est donc du signe de 2x” — 1 (signe simple d’un polynéme du 2
degré) :
X 0 \/2—2 +oo
/(%) - 0o+
+00 +o0

x+3
—x+4
a) Déterminer I’ensemble de définition de g.
b) Calculer g'(x)

2) Soit g la fonction définie par g(x)=In

a) g est définie si x+3

X —0 -3 4 +oo
x+3 - 0 + +
—x+4 + 1+ 0 -
x+3
_ + _
—x+4 0

L’ensemble de définition de g est donc D = |-3,4]

x+3

—x+4

—x+4 — (—1)(x+3) _ —x+4+x+3 _ 7
(—x+4)° T (—x+4P T (—x+4)

b) g est le la forme In(u(x)) avec u(x)=

u'(x)=

C(=x+4)? 7 —x+4 _

1 > 0 . Nous étudions donc le signe de

x+3
—x+4

. Nous avons donc

7

- (—)c+4)2 x+3

- (—x+4)(x+3)

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :




Le cours — T° spé : Primitives

Equation différentielle et primitive :

Une équation différentielle du 1 ordre est une équation dans laquelle interviennent une fonction dérivable y, sa dérivée
v’ et la variable x. L’inconnue de cette équation est la fonction y.

Exemples d’équations différentielles :
y'=x+1 xy'+2y = ¢ 2y'—y=1

Toute fonction solution sur un intervalle / de I’équation différentielle y ' = f s’appelle une primitive de f'sur /.
Une fonction F est une primitive de f'sur / si, pour tout réel x de / :
F'(x)=f(x)

La recherche d’une primitive est ’opération inverse de la dérivation.
Toute fonction continue sur / admet des primitives sur /.

Si F est une primitive de f'sur 7, alors, pour tout réel k, la fonction G(x) = F(x) + k est aussi une primitive de f'sur 7.
Une fonction continue sur / admet donc une infinité de primitives sur /.

Tableaux des primitives :

Fonction f [ Une primitive F Intervalle de validité
fl)=a F{x)=ax R
— . «Rlorsquen >0
I %"ff‘ <> 9";’1“' 4 '18"‘:;"' Fl=—1 = «]-0;0[ ou]0;+2[
ifferent de -1 et n+ lorsque n < 0
|
fW=2 F=-1 =<0 ;0 ou J0; 41
- e
f) == F(x)=In(x) 10; +29[
fW=e _ Fl)=e R
" 1
)= - Fl)=2x 10; -+
f(x) = cos(x) F(x)=sin(x) R
Sl)=sinkx) F (x) =—cos(x) R
Forme de la fonction Primitive a une constante pres } Conditions
u+V u+v uetvdérivables surl
Au’, avec A réel Au
s o = : un+l Si n est négatif, alors u(x) # 0
UL mEL, pEOetn S n+1 pour tout xde .
u 3
u_z 7 u(x) # 0 pour tout xde |
zuﬁ Ju u(x) >0 pourtout xde |
% Inu| pour u(x) # 0
u’e¥ e!
; 5 v dérivable surun intervalle J et,
(voulxu vou

pour tout x de |, u(x) appartient a J

Les méthodes — T° spé : Primitives
Veérifier qu’une fonction est solution d’une équation différentielle :

Soit I’équation différentielle y ' — 2 y = 4 pour x réel.
Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) =¢™* — 2 est une solution de cette équation.

Solution :

Calculons en premier lieu /”: f '(x) =2 e,
Nous avons donc : f '(x) =2 f(x)= 2" ~2(e**~2) =2¢° 2" +4 =4,
fest donc bien une solution de 1’équation différentielle y' —2 y = 4.
Vérifier qu’une fonction est une primitive d’'une autre fonction :
Soit les fonctions /et g définies sur R par f(x)=xe" et g(x)=(x—1)e".

a) Montrer que g est une primitive de f'sur IR.

b) En déduire toutes les primitives de f'sur IR.

Solution :

a) g est une primitive de f'si g '(x)=/(x). Nous calculons donc la dérivée de g :
gestde la forme g(x)=u(x)Xv(x) avec u(x)=(x—1) et v(x)=e".

Donc g'(x) =le*+(x—1)e" =e +xe* —e' = xe" = f(x).

g est bien une primitive de 1.

b) On en déduit I’ensemble des primitives de /: F(x)=g(x)+k =(x—1)e' +k

Calculs de primitives :

Calculer une primitive des fonctions suivantes :

a) f(x)=x"—4x+9 b) g(x)=l—i3 ¢) h(x)=6x(x"-1)
X x
d)i(x):2x5+3 o) k (x)=3 ™"
Solution :
a) F(x)Z%x3—2x2+9x
-2
b) g(x) =L i} -1 4x7% done G(x)=In(x) —4xZ—=In(x) + 2xx 2= In(x)+ 2
X x X -2 x?
¢) h(x) =6x(x*—1) =3x2x(x*~1), donc & est de la forme 4(x) = 3u’u’. Nous avons ainsi :
2 4
-1
ix) =3B 3y
d) i(x):éxi donc i est de la forme i(x):éxu—,. Nous avons ainsi :
27 2x+3° 2 u

z(x)zgln(|zx+3|)

e k(x)=3""" = §X2e2‘”' , donc k est de la forme k& (x) = %Xu '¢". Nous avons ainsi :

2

3 2x+1

K(x) :Ee



Détermination de la constante :

Soit la fonctions f définie sur IR par f (x)= :3 o Déterminer la primitive F de ftelle que F(0)=5.
e+

Solution :

fest de la forme f(x) :”7. L’ensemble des primitives de f'sont donc : Fk(x) =In(e*+1)+k (e*+1>0). Nous cherchons

la primitive qui est telle que Fk(0)=5 o In(e’+1)+k=5 & In(2)+k=5 o k=5-In(2).La primitive recherchée
est donc :

F(x)=In(e+1)+5-In(2)

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



Le cours — T° spé : Convexité Les méthodes — T° spé : Convexité

Fonction concave Fonction convexe Lecture graphique :

i g s 1) On donne sur le graphique 1 la courbe représentative d’une fonction f définie sur R.
Definition : Définition : Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f est convexe et les intervalles sur lesquels
elle est concave.

La fonction f'est dite concave sur l'intervalle / si, La fonction f'est dite convexe sur l'intervalle / si,

pour tous réels a et b de Z, 1a portion de la courbe pour tous réels a et b de Z, 1a portion de la courbe Solution : Graphique 1
située entre les points A(a; f(a)) B(b; f(b)) située entre les points 4(a, f(a)) B(b; £(b)) Par lecture graphique, /'est concave sur |- ; 4] et convexe sur[4;+oo].

est au-dessus de la sécante (4B). est en-dessous de la sécante (4B).

2) On donne sur le graphique 2 la courbe représentative de la fonction dérivée d’une fonction
fdéfinie sur R. Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f'est convexe et concave.

Solution :
fest concave lorsque sa dérivée est décroissante soit sur I’intervalle |—co ; —4].
fest convexe lorsque sa dérivée est croissante, soit sur I’intervalle [—4 ;+o0].

Graphique 2

Etude de convexité :

1) On considére la fonction f définie sur R par f (x)=¢€" etonnote C ; sa courbe représentative.
a) Etudier la convexité de f.
b) Déterminer une équation de la tangente 7a C s en son point d’abscisse 0.

La fonction f'est dite convexe sur l'intervalle 7/ si ©) En déduire que quel que soit le réel x : " > x+1

sa courbe représentative est entiérement située
au-dessus de chacune de ses tangentes.

La fonction fest dite concave sur l'intervalle 7 si
sa courbe représentative est entiérement située
en-dessous de chacune de ses tangentes.

Solution :

a) f''(x)=f"(x) =e" >0, donc fest convexe sur IR.

b)7: y=/'(0)(x=0)+/(0) = y = x+1

¢) La fonction f'est convexe sur IR. Sa courbe représentative est donc au-dessus de toutes ses tangentes sur IR. Elle est, en
particulier, au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0, d’ott e* = x+1

Y //\\ Y
h

'
'
'
'
'
'
'
'
'
T

2) On considére la fonction f définie sur [0;+oo] par f(x)= V1+x etonnote C, sacourbe représentative.

a) Etudier la convexité de f.
b) Déterminer une équation de la tangente 7 a C/. en son point d’abscisse 0.

0 X 0 & ¢) En déduire que quel que soit le réel x de [0;+ 00| : V1+x <1+0,5x

Lien avec Ia fonction dérivée f’ : Lien avec la fonction dérivée F’ ; Solution : | .
a) f'(x)=s7—.et ["(x)=-g—F—

g : g g ; g 241+ 4(1+x)V1+
La fonction f'est concave sur / si, et seulement si, La fonction f'est convexe sur / si, et seulement si, Sur[ 0400 \/\{TL 0. l+x>0 dor(lc ;), ,(x)x< 0 et fest concave

. L . : : +00|, >0, 1+x >0, < X
sa fonction dérivée f” est décroissante sur /. sa fonction dérivée f” est croissante sur /. ’ x

- - s . , ’ 1

Lien avec la fonction dérivée seconde f” : Lien avec la fonction dérivée seconde f” : b)T: y= f'(0)(x=0)+/(0) =y = S+l

. ) . . . . . ¢) La fonction f est concave sur [0 +oo|. Sa courbe représentative est donc en-dessous de toutes ses tangentes sur [0, +oo|.
La fonction f'est concave sur / si, et seulement si, La fonctlor}f est convexe sur / si, et seulement si, Elle est, en particulier, en-dessous de sa tangente au point d’abscisse 0, d’on V1+x < 1+0,5 x
pour tout réel x€I, f''(x)<0 . pour toutréel x€7, f''(x)=0.

o0 vl
) 3) En utilisant la convexité de la fonction exponentielle, démontrer que pour tout réels aetb: e > <

Point d’inflexion :
Solution :

Un point d'inflexion d'une courbe est un point en lequel la courbe traverse la tangente. ,
Soit les points  A4(a;e’) B(b,e") . La fonction exponentielle étant convexe, le segment [AB]

est situé au-dessus de la courbe représentative de la fonction exponentielle. En particulier, le

/

Le point A d'abscisse a est un point d'inflexion de la courbe C, si, et

/ b
: foreo g : I .. . a+b e‘+e . .
seulement si, la dérivée seconde f'' s'annule en a en changeant de signe. milieu de ce segment de coordonnées (T T) est au-dessus du point de la courbe
b ath b
. . a+b = @b e
9 X ayant la méme abscisse ( ‘e ?).Onadonc e? <

2 2




Le cours — 1° spé : Produit scalaire

Prérequis : Vecteurs sans coordonnées, coordonnées de vecteurs

Définition et propriétés :

.y = ||a|[x||9||cos(i#; ¥)  AB.AC = ABXAC xcos(BAC)

AB.AB= AB’ =||AB|} = AB’

uv=v.u . (vew) = (k) =k(id.9), keR

=
=i
=

Si 4B et AC sont colinéaires et de méme sens, on a AB.AC = ABXAC

Si 4B et AC sont colinéaires et de sens contraires, on a AB.AC =—ABXAC

Projection orthogonale :

Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (4B). Alors AB . AC = 4B .4l

Caractérisation de I’orthogonalité :

.y = 0 équivaut 2 % et v sont orthogonaux (s’ils sont non nuls)

Sin=ABet? = ZE‘, on dit que % et v sont orthogonaux lorsque les droites (4B) et (AC) sont perpendiculaires.

e . N <
Expression dans un repére orthonormé :

x
y P
En particulier ||ii||= v(it.it) = V(x" + y°) et AB = V(x,—x, )+ (ys—y.)’

/
Siz etv x, dans un repére orthonormé, alors z.v = xx'+ yy’

u et v sont orthogonaux si, et seulement si, xx'+ yy’' =0

/Application du produit scalaire :
l[z+9( = 7] +[[9I° + 2.9 lz=IF = llalf + |»|* - 2.9

L’application de la deuxiéme formule dans un triangle ABC donne la formule d’Al-Kashi :

a’=b +c* —2bccos(A) b2=a2+cz—2accos(l§) 02=a2+b2—2abcos(é) " ¢

Théoreme de la médiane, caractérisation du cercle :

M
- T T , AR
Théoréme de la médiane : MA.MB = M Q" — =
Caractérisation du cercle : Le cercle de diamétre [AB] est I’ensemble des points M tels que

MA.MB =0

Si, dans un cercle, un triangle a pour sommets les extrémités d’un diamétre et un point de ce
cercle alors ce triangle est rectangle.

Les méthodes — 1° spé : Produit scalaire

Calculer des produits scalaires

ABC est un triangle équilatéral de coté 2. I est le milieu du segment [ 4B]. Calculer les produits
scalaires suivants :

1) BC.BA4 2) AT .AC 3) BC.CA A

Solutions :
1) BC = B4 = 2, et comme ABC est équilatéral, ABC = g, donc

BC.BA = BCXBAXCOS‘IZB\C) :2><2><c0s(7§r) = 2><2><;— =2.

2)AC:2,AI:16tA’EZ‘=7§I,d0nc
— 1

A1 . AC = AIXAC xcos| IAC) = IXZXCOS(%) =1x2x5 =1,

3) BC.CA = —CB.CA = — CBXCAX cos| ACB| = 72><2><cos(’§f) - 72><2><% -2

Choisir une expression adaptée pour calculer un produit scalaires

Dans chacun des cas suivants, calculer le produit scalaire . v, ’'unité de longueur étant le carreau.

) L. 2) 1 aFZNGL # \

u u u ‘
—_—

Solutions :

1) Nous pouvons définir 3 points 4, B et C tels que AB =1iet AC = ¥.On appelle H le projeté orthogonal de C sur (4B).
Onaalors#.v = AB.AH =3 X1 =3,

2) Les vecteurs # et v sont colinéaires de sens contraire, donc .7 = —|Ji||X||V]| = —4x3 = —12
3) Les vecteurs # et v sont orthogonaux, donc #.v = 0.
4) En projetant orthogonalement le vecteur v sur la droite de direction du vecteur i, on obtient :

ny=—-1x2=-2.

Calculer un produit scalaire en décomposant des vecteurs

B C
ABCD est un carré de coté a, I le milieu de [ AD] et J est le milieu de [ CD]. ".‘ |
1) En remarquant que A4J = 4D + DJ et que Bl = BA + Al , calculer 47 . BI. & L
2) Que peut-on en conclure ? " 1

A’ 7 7 Ry


https://gniady.education/exerciseur2024/seconde/vecteurs/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/seconde/vecteurscoord/cours.pdf

Solutions :

1)
A7 .BI = (4D +DJ).| BA+4I
= AD .BA+AD . A1 +DJ .BA+DJ .4l
= 0+AD.AI+DJ.BA+0
= ADXAI —DJ X BA

a a
=aX———Xa =0
a 2 2 a

2) On en déduit que les vecteurs AJ et BI sont orthogonaux et que les droites (4J) et ( BI) sont perpendiculaires.

Calculer un produit scalaire avec des coordonnées

Dans un repére orthonormé, on considere les vecteurs % , ainsi que les points 4(2;3), B(—5,4),

etv(_3
5

C(—1;=3)et D(—1;1). Calculer les produits scalaires it.» et AB.CD.

Solutions :

v =2X(-3)+(-1)x5=—6-5=—11.
_E(_ -2 doncﬁ(_7)etc_']5 —1=(=1) doncC_‘[»)(O .OnaalorsZB.C_’5=—7XO+(l)X4:4.
4-3 1 1-(=3) 4

Calculer un produit scalaire dans un triangle

Soit ABC un triangle tel que 4B =4, AC = 6 et BC = 7. Calculer 4B .AC. 5

Solutions : A 6 ¢

54T = 3| 4Bl +| AT~ 4B- 7T
= I ABIF+| TP~ 4B+ Tl |
= JIBIF+ 4TI~ CBI]
= Lapracr-cp| = Laver—77 =3
2 2 2

Déterminer une ligne de niveau

A et B sont deux points distincts tels que 4B =4 ¢m. Montrer que ’ensemble des points M tels que MA . MB = 40 est un

cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Solutions :

Soit 7 le milieu de [ AB]. D’apreés le théoréme de la médiane, on a :

MA.MB =40 o M’ —ATBZ =40 & MI’= 4O+6Z2 < MI =7.’ensemble des points M est donc le cercle de

centre / et de rayon 7.

Calculer des longueurs et des angles dans un triangle

ABC est un triangle tel que 4B =6, AC =12 et BAC = 60°.
1) Calculer BC et en déduire une mesure en degré de I’angle BCA.
2) Que peut-on en déduire pour le triangle ABC ?

Solutions :

1) D’apres la formule d’Al-Kashi, on a

BC* = AB>+AC*—2X ABX AC Xcos|BAC]|
=6>+12°—2X6x12Xcos(60°] = 108

On a donc BC =108 = 6V3

On utilise de nouveau la formule d’Al-Kashi :
AB*> = AC*+BC*~2X AC X BC X cos| BCA|

donc 6° = 122+108—2><12><6\/§><c0s(l?/64} et donc cos|BCA| = —_—=
Donc BCA = 30°.

2) La somme des mesures des angles d’un triangle étant égale a 180°, on en déduit : ABC =180°—60°-30°= 90°,
On peut en conclure que le triangle ABC est rectangle en B.

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



Le cours — 1 spé : Droites et cercles

Prérequis : Vecteurs sans coordonnées, coordonnées de vecteurs, droites et systémes, produit scalaire

Vecteur directeur d’une droite et critéere de colinéarité :

Un vecteur directeur d’une droite d’équation cartésienne ax + by +c¢ = O est # (7 b).
a

3
y

/
U etV x' sont colinéaires si et seulement si det (i2,7) = x y' — yx' =0.

Vecteur normal a une droite

Un vecteur normal a une droite d est un vecteur non nul orthogonal a un vecteur directeur de d, donc a tout vecteur
directeur de d.

Soit d une droite de vecteur normal 7 (Z , A un point de d et M un point du plan. M appartient a d si, et seulement si,

—_—

AM .7 =0.

a

Si d est une droite d’équation cartésienne @ x + by + ¢ = 0, un vecteur normal a d est 7i b (et réciproquement)

Equation d’un cercle
Cercle de centre 4(x,; y,) etderayonr: (x—x )+ (y—y, =1
Tout cercle a une équation de la forme x” + ax + p* + by+c=0

(parabole : y =ax’ + bx + c)

oI'\-#

Les méthodes — 1° spé : Droites et cercles
Identifier des vecteurs normaux a une droite
On considére la droite & dont le vecteur # est un vecteur directeur. Quels sont, parmi les

vecteurs 71, W, ¥ et Z représentés sur la figure ci-contre, les deux vecteurs normaux a < ?

Solutions :

D’aprés la figure, on conjecture que les deux vecteurs normaux & & sont 71 et .
2 et 2.

-1 1

=2x1+(—1)X2 = 0. Les vecteurs # et 7 sont donc bien orthogonaux.

=—2X1+1X2 = 0. Les vecteurs u et W sont donc bien orthogonaux.

Les vecteurs i, 7 et W ont pour coordonnées i (é ), 7

n.u
Wil

~

Déterminer les coordonnées d’un vecteur normal a une droite donnée

1) Soit &, la droite passant par le point 4(2; 5) et de vecteur directeur

731). Déterminer les coordonnées d’un vecteur

normal & la droite Z,.

2) Soit %, la droite dont une équation cartésienne est —x—4y +1 = 0. Déterminer les coordonnées d’un vecteur normal &
la droite Z,.

Solutions :

1) Le vecteur est un vecteur directeur de &, donc %, admet une équation cartésienne de la forme 3 x+y+c = 0

avec ¢ €R. On en déduit que le vecteur 7 i est un vecteur normal & &,

2) Avec I’équation cartésienne, on déduit directement un vecteur normal a %, : ﬁ(_}‘)

Déterminer une équation cartésienne de droite

Soit A une droite passant par le point 4 (2, 1) et de vecteur normal 7

- l). Déterminer une équation cartésienne de A.

Solutions :

M(x;y) appartientd ¢ o 5. AM =0 o —1x(x=2)+2x(y—1)=0
o —x+2+2y-2=0
o —x+2y=0

On en déduit qu’une équation cartésienne de A est —x+2 y = 0.

Déterminer une équation de cercle

Soient les points 4(1,1) et B(5,-2).
Déterminer une équation du cercle € de diamétre [ 4B]. Déterminer les coordonnées de son centre et la valeur de son
rayon.

Solutions :

Méthode n°1 :

Le centre de € est le milieu 7 de [ AB]. Ses coordonnées sont donc : 1 % 1;22) soit 1(3 —%) Le rayon est la
2 2 12 1 : 25
longueur AL. Onadonc "= A" =(3—1]"+ —5—1 = R
, I 2 12 _25
Donc € admet pour équation (x =3+ y+§ = x
Méthode n°2 : ME %< MA-MB=0
S1-0)6-x)+(1-y(-2-y)=0
oxX-6x+y +y=-3
(x-3)-9 ( ) 1)2- Les
o (x o 7=

o B l)z_ﬁ
o (x 3)+(.\+2 =


https://gniady.education/exerciseur2024/seconde/vecteurs/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/produitscal/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/seconde/droites/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/seconde/vecteurscoord/cours.pdf

Le cours — T° spé : Vecteurs dans I’espace

Prérequis : Produit scalaire, droites et cercles

[ Vecteurs et colinéarité :
» Un vecteur de l'espace est défini par une direction de l'espace, un sens et une norme (longueur).
» ABDC est un parallélogramme < AB=CD.
» Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si, et seulement si, ils ont méme direction. Autrement dit, les vecteurs non
nuls % et v sont colinéaires si, et seulement si, il existe un réel k tel que w = kv.
. > Les point 4, B et C sont alignés si, et seulement si, AB et AC sont colinéaires (ZE =k TC)
N

[ Droite :

> 2 points distincts de I’espace définissent une droite.

» On appelle vecteur directeur d’une droite d tout vecteur non nul dont la direction est la méme que celle de d.
| > Un point A et un vecteur # déterminent la droite passant par 4 et de vecteur directeur ii.

( Plan, repére du plan :
> 3 points 4, B et C définissent un plan sils ne sont pas alignés. Dans ces conditions, le triplet (4, AB;AC ) est un
repére du plan. Les vecteurs de I'espace 4B et AC sont non colinéaires.
> 2 vecteurs, comme 3 points sont toujours coplanaires.
> Trois vecteurs #, v et w sont coplanaires si, et seulement si, il existe trois réels a, b et ¢ non tous nuls tels que :
ai+bv+cw =0
> Trois vecteurs #, v et W sont coplanaires si, et seulement si, on peut exprimer 1’un en fonction des deux autres :
w=au+ v

( Repére de I'espace :
> 3 vecteurs (ou 4 points) sont non coplanaires s’il n’existe pas de nombres o et B tels que w = it + 7.
> On appelle base de ’espace tout triplet (z } ; k) de vecteurs non coplanaires.
» On appelle repére de 1'espace le quadruplet (Oz } k). O est appelé 'origine du repére.

> La décomposition O = xi+ y}' + 7k donne les coordonnées (x;y;z)dupoint M.

X

y
P4

» La décomposition iz = xi + y j + z k donne les coordonnées du vecteur #.

L xsfo“
Le vecteur AB a pour coordonnées VsV
Tp— %4
X tXg _yA+yB _zA+zB
272
/ 2 2 2
AB = \“‘(xsfx./i) +(.V37yA) +(zsfz/|)

Le milieu I de [ 4B] a pour coordonnées

™

e ags P
Positions relatives :

» Deux droites de I'espace sont soit coplanaires (dans un méme plan) soit non coplanaires :
2 droites paralléles sont coplanaires
2 droites sécantes sont coplanaires
sinon les droites sont non coplanaires

» Deux plans de l'espace sont soit sécants soit paralléles.

> Une droite et un plan de I'espace sont soit sécants soit paralleles.

»> Une droite d est paralléle a un plan P s'il existe une droite d' de P paralléle a d.

> Siun plan P contient deux droites sécantes d et d' paralléles a un plan P’ alors les plans P et P' sont paralléles.

> Si deux plans sont paralleles alors tout plan sécant a I'un est sécant a 'autre et leurs intersections sont deux droites
paralleles.

Les méthodes — T° spé : Vecteurs dans I’espace

Colinéarité et relation de Chasles :

A
Soit ABCD un tétragdre et les points M et N tels que Bi = % BA et CN =2BC.
Démontrer que les vecteurs MC et AN sont colinéaires. M
Solution : B
D
Nous allons exprimer les deux vecteurs dans une méme base :
D’une part, MC = MB + BC (relation de Chasles). Donc, MC = %ZB +BC. C

D’autrepart,Z]V=E+§6+EN=Z/§+§E+2§6=Z§+3FE.

Nous remarquons que AN =3 MC. Les vecteurs MC et AN sont donc colinéaires.

Montrer que trois vecteurs sont coplanaires :
Soit ABCD un tétraedre. Soit M le point tel que AM =3 BM + CM . Montrer que le point M appartient au plan (4BC).
Solution :

Montrer que les quatre points 4, B, C et M sont coplanaires revient & montrer que les 3 vecteurs W, 4B et AC le sont.
Nous cherchons donc a exprimer 4M comme une combinaison linéaire de 4B et AC.

Al =3 BM +CM

AM =3(BA+ AM) + (CA + 4)

AM =3BA+3 AM + C4 + AN

AM =3BA+CA + 440

~34M =3BA+CA

il = 4B + £ 4T

Les 3 vecteurs AM, AB et AC sont donc coplanaires et ainsi les quatre points A4, B, C et M. le point M appartient au plan

(4BO).

Travailler avec les coordonnées :

Dans I’espace muni d’un repére (01 } I;), on considére les points 4(1,0,5,2), B(0,2,0,5), D(3;,—-2,5,1),
E(1,0,5,4) et F(—=3,-2,1).

a) Le point 4 appartient-il a la droite (BD) ?

b) Les points 4, B, D et E sont-ils coplanaires ?

¢) Le point F appartient-il au plan (4BD) ?

Solution :
. 0-1 -1} . 3-1 .2
a) Nous allons chercher si les points 4, B et D sont alignés : 48(2—0,5| < AB| 1,5 |, AD|-2,5-0,5| ® AD|-3]|.
0,5-2 -1,5 1-2 -1
Les coordonnées des vecteurs AB et AD ne sont pas proportionnelles (I: # _115 ). Il n’existe donc aucun nombre

réel k tel que AB = k AD. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Et donc 4 n’appartient pas a la droite (BD).

b) Les points 4, B, D et E sont coplanaires si 1’on peut exprimer les vecteur AE comme une combinaison linéaire de 4B
et AD : existe-t-il a et b tels que AE =aAB +b AD ?
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. | 11 .0
Les coordonnées de AE sont AE|0,5—0,5| < AE|0]|.Ainsi,
4-2 2

AE =aAB +b AD
0=—a+2b a=2b a=2b a=2b [
<! 0=1,5a-3b = a=2b = a=2b <! q=2b c'l
2=—1,5a—b |3a+2b=—4 3X2b+2b=—4 8b=—4
Nous avons donc AE =—AB — O,SZE
Les points 4, B, D et E sont donc coplanaires.

b) Les points 4, B, D et F sont coplanaires si 1’on peut exprimer les vecteur AF comme une combinaison linéaire de AB
et AD : existe-t-il a et b tels que AF = aAB+ bAD ?
. | —3-1 |4
Les coordonnées de AF" sont AF|—2-0,5| < AF|-2.5|. Ainsi,
1-2 -1

AF = a4B + bAD

—4=—q+2b a=2b+4 [a=2b+4
@ —25=1,5a—3b @ —5=3(2b+4)—6b < —5=12 .

—1==1,5a-b 2=3(2b+4)+2b [8b=—10
Il n’existe donc pas de couple de réels a et b solution de ce systéme. Les points 4, B, D et F sont donc non coplanaires. Le
point F n’appartient pas au plan (48D). On peut ajouter que les trois vecteurs ZE, AD et AF forment une base de
P’espace.

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :




Vs

\

Le cours — T° spé : Droite dans I’espace

Représentation paramétrique de droite :

a
Soit une droite (d) passant par un point A(x,; y,,z,) etde vecteur directeur i p

@
x=x,+at

Ona: M(x;y;z)e(d) & Il existe un réel ¢t tel que | y=y + bt
z=z,+ct

Ce systéme s'appelle une représentation paramétrique de la droite (d).

Les méthodes — T° spé : Droite dans | ‘espace

Utiliser les représentations paramétriques de droites :

x=5—t

On considére la droite (d) de représentation paramétrique [ y=—1+3¢t ,avec teR.
z=1+1¢

a) Le point A(3;5;-2) appartient-il a la droite (d) ?

b) Donner les coordonnées de 2 points de (d), ainsi que celles de 2 vecteurs directeurs de (d).

x=6+2k
c) (d) est-elle paralléle a la droite (d’) de représentation paramétrique [ y=1—6k ,avec kER ?
7=—5-2k
Solution :
x,=5—-1t

a) Le point 4 appartient a (d) si, et seulement si, il existe un réel ¢ tel que |y =—1+ 3¢, ce qui équivaut a

z, =1+t

J3:5—z {1:2

S5=—1+3¢,s0ita [;=2 . Ceciimplique qu’il n’existe pas de réel ¢ vérifiant les trois équations : on en déduit que le

[—2: 1+1¢ t=-3
point A4 n’appartient pas a la droite (d).

b) Pour t =0, on a le point B(5;,—1;1). Pour t =1, on a le point C(4;2;2) . Un vecteur directeur u; a pour

-1

-2

coordonnées ;| 3 | . Tout vecteur colinéaire & i/, est un vecteur directeur. Par exemple i, =2u,| 6

1

¢) Un vecteur directeur de (d’) a pour coordonnées u'|—6| . On remarque que u'=-2 7
-2
directeurs sont colinéaires, les deux droites sont paralléles.

2

. Comme les vecteurs

Déterminer I'intersection de 2 droites :

On considére les droites (d) et (d’) de représentations paramétriques :

{x:3+ 2t [x:1—3k
ly=—1—1,avec teR et y=1+k ,avec keR .
{z=4+3t |z=2—5k

Démontrer que ces deux droites sont sécantes en un point 4 dont on déterminera les coordonnées.
Solution :

Les deux droites ne sont pas paralléles car leurs vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires.
Les deux droites sont alors sécantes si, et seulement si, il existe un couple (¢;k) de réels solution du systéme
[3+2z=1—3k [2z+3k=—2
i—l—t=1+k < {(—t—k=2 .
131 +5k=-2

4 +31=2 -5k
Avec les deux premiéres équations, nous obtenons :

[e43k==2  [2643k==2  [20+3k=-2 (L,=L+L,).Onaalors t=—4 et k=2 .
|-t —k=2 |—2¢ — 2k=4 k=2

On vérifie si la derniére égalité est vérifiée par ces deux valeurs : 3¢ +5k=3X(—4) + 5X2=—2 ce qui convient.
Les deux droites sont donc sécantes. Le point 4 est le point de (d) de paramétre -4 et le point de (d°) de paramétre 2.
x,=1-3X2
y,=1+2 dou A(—5;3,-8)
IZA =2 —5X2

Démontrer que 2 droites sont non coplanaires :

On consideére les droites (d) et (d’) de représentations paramétriques :

Jx=3+ 2t Ix:1—3k
y=—1—1¢,avec teR et y=1+k ,avec keR .
tz=4+3t z=3 -5k

Démontrer que ces deux droites sont non coplanaires.
Solution :

Les deux droites ne sont pas paralléles car leurs vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires.

Les deux droites sont alors sécantes si, et seulement si, il existe un couple (¢,k) de réels solution du systéme
[3+2t:173k [2z+3k:72

i—l—t=1+k < l—t —k=2

4 +31=3-5k 3t+ 5k=-1
Avec les deux premiéres équations, nous obtenons :

[2043k==2  [2043k==2  [2043k==2 (; _; 1) Onaalors 1=—4 et k=2 .
|-t —k=2 —2t — 2k=4 k=2

On vérifie si la derniére égalité est vérifiée par ces deux valeurs : 3¢ +5k=3X(—4) + 5x2=—2# —1 .
La derniere égalité n’est pas vérifiée. Les droites ne sont donc pas sécantes et en conséquence sont non coplanaires.

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



Le cours — T° spé : Produit scalaire dans I’espace

Prérequis : Produit scalaire, droites et cercles, vecteurs dans I'espace, droites espace

[ Définition et propriétés :

.y = [[a[|x|[7]| cos(; ¥)

o=z uv=v.u (VW)= wv+ i (k).v=1.(kv) =k(ii.v), keR
u.v = 0 équivaut 2 u et v sont orthogonaux (s’ils sont non nuls)

" Autres propriétés du produit scalaire :

’

x x
Expression analytique : Si | y | et ¥|y’| dans un repére orthonormé, alors .V = x x "+ yy '+ zz'
z z'

2

En particulier Hii”: Vs(ﬁ-ﬁ) = \('\2 + yz + zz) et AB = \“;(xﬂixA) + (.VB*.VA)Z + (7‘3754)2

u.

oo g o o o Lo o
@ = ([P I3l =) iy = 2 ([a+3lP~[|7—If)

<!

1>, > = =
= S5l ~[71P)
L’application de la deuxiéme formule dans une triangle ABC donne la formule d’Al-Kashi :
AB.AC = %(AB%ACLBCZ)

S

( Equation de plan et positions relatives :

a
b | non nul admet une équation cartésienne de la forme ax + by + cz+d = 0
c)

Un plan P de vecteur normal 7

Un vecteur non nul 7z de I'espace est normal a un plan £s'il est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires de .7

Deux droites d; et d- de vecteurs directeurs respectifs # et ¥ sont orthogonales si et seulement si zz.v = 0.

» . d et P sécants d et P paralléles
Positions relatives 5 d et P strictement paralléles dincluse dans P
d
- Droite d de v i
Positions vecteur directeur u 3 P
. - Plan Pde
droite-plan - . E =
vecteur normal n ~
N
Vecteurs u et n non orthogonaux u et n orthogonaux
Produit scalaire un#0 un=0

P, et P,paralléles P, et P, sécants

Positions relatives P; et P;perpendiculaires

e . ﬁ Py B
Positions PlanPyde ' = / it .
lan-plan vecteur normal », P ‘"-‘ !
P P - Plan P, de m '
vecteur normal n, 1 B &

Py

n—, et Z orthogonaux

Vecteurs n—‘ et Z colinéaires ;z: et Z non colinéaires e
Il‘Jl2 =
Distance AH d’un \X
point a un plan B »

Distance AH d’un ‘\

point 2 une droite , lax, + by, + cz, + d| e N

d(A, Plan)= ——————— \

va +b +c \:

N

Les méthodes — T° spé : Produit scalaire dans I’espace
Un exercice sans coordonnée :

A E —

Soit ABCD un tétra¢dre régulier d’aréte de longueur a et E le point défini par AF = Ch.

N
W | =

1) Calculer les produits scalaires AB.AC et AB. 4D
2) Calculer AB.CD
3) En déduire que le triangle ABE est rectangle en A.
4) Calculer I’angle AEB au degré pres.

D
Solution :

1) Le triangle ABC est un triangle équilatéral (comme le tétraédre est régulier), donc nous savons

que BAC =60 °.

2

AB.4AC = ABXACXcos(AB,'ZE) =aXaxcos(60)= %.

2
De méme, AB.AD = %.

I
I
o

2
2)22?.@32AB.(64+ZB):Z§.CA+AB.Ezfﬁ.ZE‘+Z§.E:f%+

3) Calculons AB.AE -

E.ZE:ZE.(%&’) 13.CD 5

AB.CD =0 d’apres la question précédente. Nous pouvons en conclure que les vecteurs 4

1
3
et AE sont orthogonaux et ainsi que le triangle ABE est rectangle en 4.

— — N blier d
4) Dans le triangle ABE rectangle en 4, tan (AEB) = % = li = 3. Nous avons donc AEB~72° metir};al:\ (l:lc:xel;tr?ce
g a en degré dans SET UP.
Equation cartésienne de plan :
-3
1) Soit 4(—1,2,5) et B(3,8,7) deux points de I’espace et 72| 1 | un vecteur.
4

a) Déterminer une équation du plan & passant par 4 et de vecteur normal 7.
b) Déterminer une équation du plan médiateur %’ du segment [4B].

Solution :

a) 7 est un vecteur normal & &, donc ’équation cartésienne de & est de la forme: —3x +y + 4z +d =0.
Deplus, 4 € %, donc —3X(—1) +2 +4X5 +d =0 et ainsi d = —25.
L’équation cartésienne de & estdonc : —3x +y +4z —25=0.

. . |4
b) 7" est le plan médiateur de [AB]. AB est donc un vecteur normal a %’. Les coordonnées de 4B sont AB|6 |-

2
1—(2
Nous prendrons comme vecteur normal le vecteur EAB 3 |. L’équation cartésienne de &’ est donc de la forme :
1
2x+3y+z+d=0.
De plus, le milieu / de [4B] appartient 4 9’. I a pour coordonnées : 7(1;5,;6). Ainsi, 2X1+ 3X5+6+d = 0 et
d =-23.
L’équation cartésienne de " estdonc : 2x +3 y+z — 23 =0.
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1) Soit A(1,0,3) et B(2;2;7) et C(—1,5,4) trois points de I’espace et & le plan d’équation cartésienne
2x+y—z+1=0.

a) Démontrer que les points 4, B et C définissent un plan.

b) Démontrer que & est le plan (4BC).

¢) En déduire un vecteur normal au plan (4BC).

Solution :

a) 3 points définissent un plan s’ils ne sont pas alignés. Vérifions donc la non colinéarité des deux vecteurs AB et AC :

1 |2 — — —
AB|2|et AC| 5 |. Il n’existe aucun nombre réel & tel que AB = k AC. Les vecteur AB et AC ne sont donc pas
4 1

colinéaires et les points 4, B et C non alignés. Ils définissent donc un plan (4BC).

b) Le plan & est le plan (ABC) si les trois points 4, B et C appartiennent a %. Vérifions donc si les coordonnées de 4, B et
C vérifient I’équation de & :

2X1+0—-3+1=2-3+4+1=0,donc 4 € .

2X2+2—-7+1=4+2—-—7+1=0,donc B € %.

2X(—1)+5-4+1=-2+5-4+1=0,donc C € 2.

% est donc le plan (4BC).

¢) Comme 2x + y — z + 1 = 0 est I’équation cartésienne de (4BC), un vecteur normal a (ABC) est i1| 1
—1

Exercice type bac :

Dans I'espace, rapporté a un repére orthonormé (O 3y I & ), on considere les points :

A(2;053),B(0;2;1),C(-1; -1;2) etD@3; -3; -1).
1. Calcul d'un angle
a. Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC et en déduire que les points A, B et C ne
sont pas alignés.
b. Calculer les longueurs AB et AC.

c. ATlaide du produit scalaire AB - E, déterminer la valeur du cosinus de 1'angle BAC puis
donner une valeur approchée de la mesure de I'angle BAC au dixieme de degré.

2. Calcul d’'une aire
a. Déterminer une équation du plan £ passant par le point C et perpendiculaire a la droite
(AB).
b. Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

c. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal E du point C sur la droite (AB), c’est-a-
dire du point d’intersection de la droite (AB) et du plan 22

d. Calculer I'aire du triangle ABC.

3. Calcul d’'un volume

a. Soitle point F(1; —1; 3). Montrer que les points A, B, C et F sont coplanaires.

b. Vérifier que la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

c. Sachant que le volume d’'un tétraedre est égal au tiers de I'aire de sa base multiplié par sa
hauteur, calculer le volume du tétraédre ABCD.

Solution :

— —_— -2 2
a. AB| 2 | et AC|—1[; or ces coordonnées ne sont pas proportionnelles 5 # = # —

1. Calcul d’'un angle

-2 =3
-2
-1’
—=2 =1
donc il n'existe pas de réel a € R tel que AB = aAC : ces vecteurs ne sont pas colinéaires
donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

. ¢« AB2=4+4+4=3x4,doncAB=23:

e AC2=9+1+1=11,doncAC=V11.

i o D’unepartﬁ-A_Cf=6—2+2=6;

o D’autre part AB - AC = AB x AC x cos BAC.
3

6
23x Vi1 V33

La calculatrice donne BAC ~ 58,51, soit 58,5° au dixieme pres.

Onadonc6=2v3x \/llxcosm < cosBAC =

2. Calcul d’une aire

a. Soit M(x; y; z) unpointde 2. Ona M(x; y; 2) € P — CW~E=O.

x+1

Méthode différente de
Avec CM | y+ 1|, on obtient: celle vue en cours mais
équivalente !

Z2—2
2x+1D+2(y+1)-2(z-2)=0 <= -(x+1D+(y+1)-(2-2)=0 < —x+y—-2z+2=0.

=]
. En prenant le vecteur %E comme vecteur directeur de la droite (AB), soit %Kﬁ 1 |on
=]
a:
- = tx(-1)
M(x;y;z)e(AB)@m:tX%ﬁc» y—0 = tx1 ,teR <
z—=3 = tx(-1)
x = 2-t
y = t ,teR
z = 3-1

. E projeté orthogonal de C sur (AB) appartient au plan £ et a la droite (AB); ses coor-

données vérifient donc I'équation de & et les équations paramétriques de (AB), donc le
systeme :

-x+y-z+2 = 0
X = 2-¢ :
,t €R; enremplagant x, y et z par leurs expressions en fonc-
y = b
z = 3-t¢

tion de t dans I'équation de &2 on obtient :
—2+t+t-3+1t+2=0<=3t-3=0<= t=1.
OnadoncE(l;1;2).



-1
d. OnaBC|[-3|,d'ot BC2=1+9+1=11etBC=vII.
1
Comme AC = BC = V11, le triangle ABC est isocele en C; or on a vu que E est le projeté

de C sur la droite (AB), donc dans le triangle isocele (ABC), [CE] est la hauteur relative a la
base [AB].

2

OnaCE|2| d'ou CE2=1+4=8et CE=2V2.
0

Laire du triangle (ABC) est donc égale a:

ABxCE 2v3x2V2
M

3. Calcul d’'un volume

/ (ABC) =

a. Fe (ABC) < ilexisteaelRi,ﬁe[R,telsque:ﬁzaﬁhﬂA_é —

-1 = -2a-3p
-1 = 2a-p .Enajoutant membre a membre les deux derniéres équations on
0 = -2a-P
. 1 1 S .
obtient -1 = -2 < f= 5 et en remplacant 8 par 5 dans la premiere équation -1 =
3 3 1 1
2a0+—- <<= 2a=1-—=—-—=- <= a=-—-.
2 2 2 4

S Te=s  Te—s
Donc AF = - ZAB + EAC :les quatre points A, B, C et F sont coplanaires.

2
b. Avec FD | -2 , on peut calculer :
-4
FD-AB=-2-2+4=0et
FD-AC=-6+2+4=0.

Le vecteur FD est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) : il est
donc orthogonal a ce plan, ou encore la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

c. Sil’on choisit comme base le triangle (ABC), la hauteur de ce tétraédre est donc [FD] et la
volume est égal a :

1
V(ABCD) = 3 x o/ (ABC) x FD

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



Le cours — 1°* spé : Probabilités conditionnelles

(" Probabilité conditionnelle :

P,(B)= %, P(ANB) = P(A)xP,(B)
Py(d) = %2)3), P(ANB)= P(B)XP4(A4)

.

Soit A et B deux événements avec P(4)#0. On appelle probabilité conditionnelle de B sachant A, la
probabilité que I'événement B se réalise sachant que I'événement 4 est réalisé. Elle est notée P ,(B).

Arbres pondérés et tableaux :

/\

/ PA(B) Total

A P(ANB) P(ANB) P(A)

4 P(ANB) P(4ANB) P(4)

\ Total P(B) P(B) 1
a

£
S
ol

Formule des probabilités totales :

Cas particulier de 2 événements :
Si A et 4 constituent une partition de ’univers, alors :

P(B)=P(ANB)+P(ANB)=P(A)XP,(B)+P(4)xP-(B)

Si A,,4,,.., 4, constituent une partition de ’univers, alors P (B)=P(4,nB)+P(4,NB)+...+P(4,NB)

Evénements indépendants :
On dit que deux événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants lorsque :

P(ANB)= P(A)X P(B)

Onaalors P,(B) = P(B) et P,(4) = P(A). Si 4 et B sont indépendants alors 4 et B sont indépendants.

Probabilité de I'union : "

ANB

P(4UB) = P(4)+ P(B) — P(4NB) "

Les méthodes — 1°"° spé : Probabilités conditionnelles

Utiliser un arbre pondéré :

Dans un restaurant, 65 % des clients viennent déjeuner le midi, le reste vient le soir. Parmi les clients du midi, 55 %
commandent une formule entrée-plat-dessert, contre 30 % pour les clients du soir.

On note :

F I’événement "le client commande une formule entrée-plat-dessert".

M I’événement "le client vient le midi"

1) Comment note-t-on 1’événement "le client vient le soir" ?

2) Construire un arbre de probabilités avec les données

3) Traduire par une phrase I’événement F' N M et calculer sa probabilité.

4) Montrer que le probabilité de F est 0,4625.

5) Un client a commandé¢ une formule entrée-plat-dessert. Quelle est la probabilité, arrondie au milliéme, qu’il soit un
client du midi ?

Solution :

1) I’événement "le client vient le soir" se note M .

2) 055 F 3) FNM est I’événement "le client vient le midi et commande
- une formule entrée-plat-dessert"
M
0,65 045~ F P(FNM)=P(M)xP,(F)=0,65x0,55=0,3575.

4) M et M constituent une partition de ’univers. D’apres la
formule des probabilités totales :
0,30
0,35 _ P(F)=P(MNF)+P(MNF)
M <
7

~

= P(M)XPy(F)+P(F)xXP(M)
= 0,65%0,55+0,35% 0,30 = 0,4625

0>

Bl

>

5) Nous recherchons P F(M ). Avec la formule du cours, nous avons :
P(FNM) _ 03575

Pr(M)= P(F) 04625

~0,773.

Evénements indépendants :

1) Dans chacun des cas, dire si les événements A4 et B sont indépendants :
1

_ _1 1
a) P(A)—S,P(B)— S et P(4ANB) = 1o
b) P(4)=04,P,(B)=04et P,(4)=0,7.
Solution :

a) P(4)XP(B)= %x% = 1—10 Ona P(4)XP(B)= P(ANB). Donc les événements 4 et B sont indépendants.

b) P(4)# P 5 (A4), donc les événements ne sont pas indépendants.

2) Soient A et B deux événements indépendants tels que P(4)=10,3 et P(B)=0,8. Calculer P(ANB).
Solution :

P(ANB) = P(4)xP(B)=0,3%x08= 024



Utiliser un tableau :

On donne le tableau suivant ou A et B sont deux événements de I’ensemble des issues d’une expérience aléatoire :
B B Total

A 0,32

A 0,2 0,36

Total

1) Compléter le tableau en justifiant.
2) Calculer P,(B).
3) Les événements A4 et B sont-ils indépendants ?

Solution :

1) P(AnB) = P(4)— P(AnB) =036 — 0,2 =0,16

P(B)=P(ANB)+ P(ANB)=1032+0,16 = 0,48

P(B)=1-P(B)=1-0,48=0,52

P(A)=1-P(4)=1-036=0,64

P(ANB) = P(4)— P(ANB)=0,64 — 0,32=0,32

On a donc

B B Total
A 0,32 0,32 0,64
4 0,16 0,2 0,36
Total 0,48 0,52 1
P(ANB
2) P,(B)= ( J_ 032 =0,5.

P(4) ~ 064

3) P(B)# P § (B), donc les événements A et B ne sont pas indépendants.

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :




Le cours — 1° spé : Variables aléatoires

/Un exemple simple pour comprendre :

On consideére maintenant le jeu suivant :
- Si le résultat est pair, on gagne 2€.

- Si le résultat est 1, on gagne 3€.

- Si le résultat est 3 ou 5, on perd 4€.

note : P(X:Z):% . De méme, P(X:3):é et P(X=—4)

On obtient la loi de probabilité de X :

On a défini ainsi une variable aléatoire X sur Q qui peut prendre les 3 valeurs x,=2 ,

6

Ao

1
T

Soit I'expérience aléatoire : "On lance un dé a six faces et on regarde le résultat." L'ensemble de toutes les
issues possibles Q= {1;2;3;4;5; 6} s'appelle I'univers des possibles.
On considére 1'événement A : "On obtient un résultat pair." On adonc : A= {2 ;4 ; 6}.
On considere 1'événement élémentaire E : "On obtient un 3". On a donc : E = {3}.

xX,=3 ou x;=—4.

La probabilité que la variable aléatoire prenne la valeur 2 est égale a 3 = % (les 3 chiftres pairs). On la

nombre a des événements.

On la résume souvent dans un tableau. :

X; 2 3 -4
P(X=x) 1 1 1
' 2 6 3
1 1 1 1 4 1
E(X)—5x2+g><3+§><(—4)—1+5—§_g
2 2 2
v(x)=tx|2-L] + L[z L} 4 Lif(—4)- L] ~ 8,806
2 6| 6 6/ 3 6
L o(X)=VV(X) ~ 2,967
"Le cours :

Soit une variable aléatoire X définie sur un univers Q et prenant les valeurs x; , x , ...
La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; la probabilité P(X = x; ).

5> Xn.

%, 7% X, X,

i

P(X:xi) P P, Ps

- L'espérance mathématique de la loi de probabilité de X est :

E(X)=p,Xx, + p,Xx,+ P3XX3+ ..+ p,Xx, = Z P X;
i=l1

- La variance de la loi de probabilité de X est :

- L'écart-type de la loi de probabilité de X est : o(X )=V (X)

.

V(X)=pX(x, = E(X)] + pX[x, — E(X )] + psX[x; = E(X))"+ .+ pX[x, — E(X)]" = Z pilx— E(X)

Une variable aléatoire X est une fonction définie sur un univers Q et a valeur dans R. Elle associe un

La somme des
pi est toujours
égale a 1

]2

Les méthodes — 1°" spé : Variables aléatoires

Exercices n°1 :

On organise un tombola dans un village. Tous les billets, au nombre de 500, sont vendus. L’un des billets permet de
gagner un lot d’une valeur de 620€, neuf billets permettent chacun de gagner un lot d’une valeur de 70€, cinquante billets
sont remboursés, et les autres sont perdants. Les billets sont vendus 5€.

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque billet, associe la somme d’argent gagnée (comptée positivement) ou perdue
(comptée négativement).

1) Donner les différentes valeurs prises par X.

2) Déterminer la loi de probabilité de X.

3) Calculer I’espérance mathématique de X et donner une interprétation du résultat obtenu.

Solution :

1) Les valeurs prises par X sont -5, 0, 65 et 615.
2) Loi de probabilité de X :

X, -5 0 65 615
Plx=x)| 40 50 9 1
: 500 500 500 500
o U S LU S 1 __
3) E(X)_SOOX( 5)+500><0+500><65+500><615 =-2

On peut en conclure qu’en moyenne, les participants perdent 2€. Le village peut espérer gagner 5002 = 1000 €.

Exercices n°2 :

On considére un jeu pour lequel la probabilité de gagner est de 3 . Pour jouer, le joueur doit payer & euros, k£ désignant

7
un entier naturel non nul. Si le joueur gagne, il remporte la somme de 10 euros, sinon il ne remporte rien. On note G la
variable aléatoire égale au gain algébrique d’un joueur (c’est a dire la somme remportée a laquelle on soustrait la somme
payée).
1) Déterminer la loi de probabilité de G.
2) Quelle doit étre la valeur maximale de la somme payée au départ pour que le jeu reste favorable au joueur ?

Solution :
3 3_4 .
DOna P(G=10—k)= 7 et P(G=—k)=1- Z=7 . On a donc la loi de probabilité :
g; -k 10 -k
4 3
PlG=g. - =
(G=g) 7 Z

2) L’espérance mathématique de la variable G est égale a

4 3 —4k+30-3k _ 30—7k
E(G):7><(—k)+7><(1o—k): ; ==

Le jeu est favorable au joueur si :

E(G)>0 30_77k>0 o 30-7k>0 o Tk<30 o k<3—70~4,3

La somme payée au départ doit étre inférieure a 4,3. Elle ne doit donc pas dépasser 4€ afin que le jeu reste favorable au
joueur.



Le cours — T° spé : Dénombrement

/-
| Dans ce résumé de cours, nous considérerons pour les exemples les deux ensembles : E 1:{ 1;2:3:4/et E = la;b:cl.
Nous avons donc Card (E,) = n, = 4 et Card (E,)=n, =3

Principe additif
(cardinal de I’union)

Soit £, et £, deux ensembles finis disjoints. Le
nombre d’éléments de la réunion E,UE, est

Card(E,UE,) = Card (E,) + Card (E,).

E\UE,=|1;2;3;4;a;b;c|

Calrd(E1 UE2)=n1+n2=7

Produit cartésien

Le produit cartésien £, X E, est I'ensemble des
couples(e,,ez)oﬁeleEletezeEz.

Le produit cartésien E XE,X...XE, est
I’ensemble des k-uplets (el @5 000 ,ek) ou

e €E ete,€E,... e, €EE,.

. - k1
Le produit cartésien £, est ’ensemble des
k-uplets (el,ez,,.. ,e,\,) oue,,e,,....eEE

EXE,=|(1,a);(1,b):(1,¢);(2,a);...;(3.c)|

E}=1,1,1)(1,1,2);(1,1,3);... ;(4,4,4)]

Principe multiplicatif
(cardinal du produit cartésien)

Soit E, et E, deux ensembles. Le nombre
d’¢éléments du produit cartésien E XE, est
Card(E,XE,)= Card (E,) X Card (E,).

Généralisable a k ensembles.

Card (E, X E,)=nXn,=4x3=12

Card (E]’)=m=4'=64
(nombre de 3-uplets de E,)

Parties d’un ensemble

Une partie d’un ensemble E est un ensemble
d’éléments de E. L’ensemble des parties de £
contient toujours & et E.

Le nombre de parties de £ est 2 '*).

Exemples de parties de E :
2515112, 4)5(2;3)...

ilya2"=2"=16 parties de E,.

Nombre de k-uplets de E
(répétitions possibles, 1’ordre est
important)

Soit £ un ensemble. Le nombre de k-uplets de E
est

(Card(E))*

Exemples de 5-uplets de E, :
(a,a,b,a,c) ; (a,b,c,a,b) ; (b,b,a,c,c)...

Iy ena3 =243 en tout.

Nombre de k-uplets d’éléments
distincts de E
(pas de répétition, 1’ordre est
important)

Soit £ un ensemble avec Card (E)=n. Le
nombre de k-uplets d’éléments distincts de E est

n!
(n—k)!

Exemples de 3-uplets d’éléments distincts de
1853
(1,2,3);3,2,1); (4,1.3)...

Ilyenaentout:
e —4/—4/—1><2><3><4—24
(4=3)r — 11~ a

Nombre de permutations
(n-uplets d’¢léments distincts)
(pas de répétition, 1’ordre est
important, tous les éléments)

Soit E un ensemble avec Card ( E)=n. Le
nombre de permutations de E est
n!

Exemples de permutations de E :
(1,2,3,4);(2,1,3,4) ; (4,3,2,1)...

Ilyena4 ! =1X2X3X4 =24 entout.

Nombre de combinaisons
(pas de répétition, 1’ordre ne compte

Une combinaison de & éléments de E est une partie
de E a k ¢éléments.

La nombre de combinaisons de k éléments de E est

Exemples de combinaisons de 3 éléments de
E,:
(1,2;3):(1,2;4);(2;3,4]...

Relation de Pascal : (Z +

Somme des coefficients binomiaux (nombre de parties) :

k+1

S (1) — o
E =2
i—o\k

n+1
k+1

n

pas, k éléments de E) n n!
=————— m=Card (E 4!
k kj(nfk)j(n ard (E )) Ilyena(g):m:4entout
Symétrie des coefficients binomiaux : n ) = (") Exemple : 10) = (10
n—k k 9 1

Les méthodes — T° spé : Dénombrement

Quelques exemples :

1) Dans le championnat de France de rugby, composé de 14 équipes et appelé TOP 14, les six premicres équipes
qui ont le plus de points a la fin des matchs aller-retour (phase réguliére) passent a la deuxiéme phase du
championnat. Combien de classements composés des six équipes qui atteignent la deuxiéme phase sont possibles ?

Solution :
Il n’y a pas de répétition et I’ordre des 6 premicres équipes est important. Il s’agit donc du nombre de 6-uplets d’éléments
14! 14/

distincts de I’ensemble des 14 équipes. Il y a donc W =% = 2162160 classements possibles.

2) Combien de classements des 14 équipes de la premiére phase du TOP 14 sont possibles ?

Solution :
11 s’agit du nombre de permutations des 14 équipes. 11 y a donc 14/ = 87178291200 classements possibles.

3) On dispose d'un jeu de 32 cartes, toutes différentes. Une « main » de 4 cartes est un ensemble de 4 cartes dont
l'ordre n'importe pas.

a) Combien de « mains » de 4 cartes peut-on alors former ?

b) On tire simultanément 4 cartes au hasard. Quelle est la probabilité d'avoir les 4 as ?

Solution :
a) L’ordre n’importe pas et il ne peut pas avoir répétition. Il s’agit donc du nombre de combinaisons de 4 cartes parmi les

/
32. 11y adonc 32)— 32!

4|7 4132-4)! = 35960 mains possibles.

b) Il n’y a qu’une main possible contenant les 4 as, la probabilité est donc p= ﬁ

4) Dix amis, dont Hugo et Kylian, se partagent au hasard en deux équipes de 5 pour faire un match de jorki (ou
football a 5). Combien d'équipes comportant Hugo et Kylian peut-on former ?

Solution :
Hugo et Kylian sont placés dans I’équipe. Il faut ensuite compléter 1’équipe avec 3 personnes parmi les 8 amis restants.

L’ordre n’importe pas, il s’agit donc du nombre de combinaisons des 3 amis parmi les 8. Il y a donc
8- __ 8/ _ 56 équipes possibles
3/ 3/(8-3)! ’

5) Un code PIN de smartphone est un code confidentiel compos¢ de 4 chiffres. Combien y a-t-il de codes PIN différents ?

Solution :
11 peut y avoir répétition des chiffres et I’ordre est important. Il s’agit donc du nombre de 4-uplets de I’ensemble des
chiffres (de 0 2 9). Il y a donc 10*=10000 codes PIN différents.



Le cours — T° spé : Loi binomiale

Prérequis : Proba conditionnelles, variables aléatoires, dénombrement

Les méthodes — T° spé : Loi binomiale

Epreuve de Bernoulli :

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues que 1'on peut nommer "succes' ou "échec".

Une loi de Bernoulli est une loi de probabilité qui suit le schéma suivant :

- la probabilité d'obtenir un succes est égale a p,
- la probabilité d'obtenir un échec est égale a 1 —p.
p est appelé le parametre de la loi de Bernoulli.

x; 0 1

P(X=x) 1-p P

La variable aléatoire qui prend la valeur 1 en cas de succes et 0 en cas d’échec est appelée variable aléatoire de

Bernoulli.

Loi binomiale :

Succes

Un schéma de Bernoulli est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et —

indépendantes.

1P Echec

Soit X une variable aléatoire qui, a chaque issue d’un schéma de Bernoulli de

paramétres n et p, associe le nombre de succes au cours de ces n épreuves.
La loi de probabilité de X est appelée loi binomiale de parametres = et p.

On la note %B(n, p).

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétres » et p. Alors, pour tout entier £ compris entre 0 et n,

P(X=k)=

E(X)=nxp

V(X)=np(1-p)

Succes.

»
PN Echec
1-p

Echec

n kl* nfk.
ML (1-p)

o(X)=np(1-p

Succés

P

Succes

)
§ Echec

Succés

Echec

Succes

N N

1-p™ Echec

Calculs de probabilités avec la loi binomiale :

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres n = 10 et p = 0,25.
1) Calculer P(X=0) et P(X=7).

2) Calculer P(X<1) et P(X<6).

3) Calculer P(X>1)et P(X>4).

4) Calculer E(X ) et o( X).

Solution :
1) P(X=0)= (100) 0,25°(1-0,25)"° = 0,75 ~ 0,056.

P(Xx=7)= (170)0,257(0,75)3 ~ 0,003 avec la calculatrice : BinomialPD(7,10,0.25)

2) P(X<1)= P(X=0)+P(X=1)= (100)0,25"(1—0,25)‘°+

110)0,251(1 —0,25) ~ 0,244.

P(X<6) ~ 0,996 avec la calculatrice : BinomialCD(6,10,0.25)

) P(X>1)=1-P(X<1)=1-(P(X=0)+P(X=1))=~0,756.
P(X=4)=1— P(X<3)~ 0,224 avec la calculatrice : 1 - BinomialCD(3,10,0.25)

4) E(X)=nXp=10%0,25=2,5. o(X )= vVnp(1— p) =V10x0,25%X0,75 ~ 1,369

Calculatrice :

Taper surf Menu | et choisir le menu et (@) puis BN (©).

Calculer P(X=k):

Pour calculer P(X = 5) sélectionner (@) puis
dans Data, écrire Variable
(), dans x écrire k

(ici 5), dans Numtrial,
écrire n (ici 30) et dans p
écrire p (ici 0,2).

in

D.P.
Data

omiale
Egariahle

Numtria
:0.2
ave Res:None

Taper sur | EXE  pour

ir-D.P. binomiale
obtenir: 2 007257018

Calculer P(X < k) :

dans Lower, écrire 0, dans
Upper, écrire k (ici 8) dans
Numtrial, écrire n (ici 30) et
dans p écrire p (ici 0,2).

8. inom
Lower :0
Upper :8
Numtrial:30
P :0.2
Save Res:None
Taper sur |EXE pour

ir»D.C. binomiale
obtenir p=0.87134924

Pour calculer P(X < 8), sélectionner [Bed] (@) puis

Appuyer sur la touche MENU , sélectionner le menu Table, puis suivre les instructions suivantes :

@ Dans Y1, saisir BinomialCD(X, 15,0.3) Suivi de [EXE.
L'instruction BinomialCD se trouve de la fagon suivante :

OPTN puis = (3 puis STAT () puis DIST () puis
BINOMINAL () et enfin Bed (2.

€ Choisir SET (3, puis entrer N ey, AT
la premiére Start et la derniére Shasiib
valeur End: de k, ainsi que le End " i15
pas, suivi de [EXE . —

Fonct Tab

© choisir TABL(touche (). =1
(=1
m:

ple y=
glislnomlalcb(x B
¥s5:

© Le début du tableau de [ N E—
¥ x A1

valeursvs afﬁche.v e

On obtient la suite du tableau | 18- e

en appt[lyant sur la touche & 3 0.2088 a

du pavé directionnel. EDIT

Remarque : pour un tableau des valeurs P(X = k), on utilise I'instruction BinomialPD(Bpd).

Calcul d’un seuil :

On commande n casques d’une certaine marque. On assimile cette expérience a un tirage aléatoire avec remise. La
probabilité qu’un casque présente un défaut de conception est 0,036. On note X la variable aléatoire qui donne le nombre
de casques présentant un défaut de conception dans ce lot.

1) Justifier que X suit une loi binomiale et donner ses paramétres.

2) Quel doit étre le nombre minimal de casques a commander pour que la probabilité qu’au moins un casque présente un
défaut soit supérieur ou égale a 0,99 ?

Solution :

1) Il y a répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes (tirage avec remise). Le succes est "le casque a
un défaut de conception” et sa probabilité est p=0,036. X est la variable aléatoire qui donne le nombre de casques
présentant un défaut de conception dans le lot. Donc X suit bien une loi binomiale de paramétres n et p=0,036. v

2) Nous cherchons 7 tel que P(X>1) > 0,99.
P(X=1)> 0,99

1-P(X=0)> 099

—P(X=0)=>-0,01

P(X=0) <0,01

(8)0,0360(170,036)” <0,01

0,964" < 0,01
1n(0,964") < In(0,01)
nXIn(0,964) <1n(0,01)
In(0,01)
nz_—/—=
In(0,964)
n = 125,6 donc n > 126. 1l faut donc commander au minimum 126 casques



https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/proba/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/terminale/comb/cours.pdf
https://gniady.education/exerciseur2024/premiere/va/cours.pdf

Détermination d’un seuil avec la calculatrice :
Dans une chaine de production pharmaceutique, la proportion de gélules non commercialisables en sortie de chaine est de
3 %. On préléve un échantillon de 200 gélules. On note X la variable aléatoire qui associe le nombre de gélules non

commercialisables parmi les 200.

1) Quelle est la loi suivie par X ?
2) Déterminer le plus petit entier b tel que : P(X<b)>0,9.

Solution :
1) Il y a répétition de 200 épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. Le succés est "la gélule est non
commercialisable" et sa probabilité est p=0,03. X est la variable aléatoire qui associe le nombre de gélules non

commercialisables parmi les 200. Donc X suit une loi binomiale de parametres n =200 et p=0,03.

2) Avec le menu table de la calculatrice, on obtient : (on tape dans Y1 : BinomialCD(X,200,0.03) )

P(X<7) 0,746
P(X<8) 0,850
P(X<9) 0,919

La valeur de b recherchée est donc b =9

Autres méthodes, astuces, notions... rencontrées :



